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iRe´sume´
Le proble`me de la planification du mouvement a e´te´ largement e´tudie´ dans le cas
de corps rigides articule´s mais peu de travaux conside`rent les corps de´formables. En
particulier, les tiges e´lastiques telles que cables e´lectriques, flexibles hydrauliques et
pneumatiques, apparaissent dans de nombreux contextes industriels. Du fait d’une
mode´lisation complexe et d’un grand nombre de degre´s de liberte´, l’extension des
me´thodes de planification de mouvement a` de tels corps est un proble`me parti-
culie`rement difficile. En se basant sur les proprie´te´s des configurations a` l’e´quilibre
statique, cette the`se propose plusieurs approches au proble`me de planification de
mouvement pour des tiges e´lastiques.
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Abstract
The motion planning problem has been broadly studied in the case of articula-
ted rigid body systems but so far few work have considered deformable bodies. In
particular, elastic rods such as electric cables, hydraulic or pneumatic hoses, appear
in many industrial contexts. Due to complex models and high number of degrees
of freedom, the extension of motion planning methods to such bodies is a difficult
problem. By taking advantage of the properties of static equilibrium configurations,
this thesis presents several approaches to the motion planning problem for elastic
rods.
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Introduction
La science-fiction soule`ve re´gulie`rement le questionnement de l’intelligence ar-
tificielle des robots et les possibilite´s de cre´ation d’une intelligence pourvue d’une
conscience suscite de vifs de´bats. Cependant, les connaissances actuelles ne nous
permettent que de simuler certaines capacite´s cognitives permettant de re´soudre des
proble´matiques clairement de´finies. Parmi elles, figurent des proble`mes que l’homme
re´sout quotidiennement de fac¸on purement intuitive et qui consistent toujours en un
de´fi majeur pour les roboticiens. L’exemple qui nous inte´resse ici peut eˆtre formule´
ainsi : comment coordonnons-nous l’ensemble de nos muscles afin d’accomplir une
taˆche donne´e telle que de´placer un objet ? Pour un robot, cela revient a` de´terminer la
se´quence de commandes a` appliquer sur ses diffe´rents actionneurs tout en e´vitant de
rentrer en collision avec son environnement. Ce proble`me est appele´ planification de
mouvement et il a e´te´ montre´ qu’il est ge´ne´ralement dans la classe des proble`mes les
plus difficiles a` re´soudre. Le proble`me de planification de mouvement est dore´navant
clairement formule´ et graˆce aux outils mathe´matiques couple´s a` la puissance de cal-
cul des ordinateurs, il peut eˆtre re´solu en un temps suffisamment faible pour des
applications re´elles sur des robots.
Par ailleurs, la structure me´canique des robots est en pleine e´volution. Alors que
la grande majorite´ des robots depuis leur apparition est constitue´e de corps rigides
articule´s entre eux par des liaisons me´caniques, des robots constitue´s de composants
flexibles font leur apparition. Par exemple, les robots bio-inspire´s de type anguilles
(cf. [Khalil 07]) offrent de remarquables capacite´s locomotrices. De meˆme, les bras
manipulateurs dits continus (cf. [Robinson 99]), c’est a` dire qui tendent a` repro-
duire un bras de´formable, posse`dent plus de degre´s de liberte´ et une meilleure sou-
plesse re´duisant les risques vis a` vis de l’homme. Aussi, certains bras manipulateurs
posse`dent de´ja` des composants flexibles a` l’exte´rieur de leur structure, tels que des
tubes pneumatiques, des flexibles hydrauliques ou des caˆbles e´lectriques. Tous ces ob-
jets pre´sentent une caracte´ristique commune : il s’agit de solides de´formables ayant
une dimension bien supe´rieure aux deux autres que nous nommerons tiges. Dans
cette the`se, nous allons e´tendre la proble´matique de la planification de mouvement
a` des robots manipulant ou e´tant compose´s de tiges. Au dela` d’offrir une certaine
autonomie pour de tels robots, cette nouvelle proble´matique trouve notamment des
applications industrielles.
xviii INTRODUCTION
Planification de mouvement pour le prototypage virtuel
Le prototypage virtuel est a` pre´sent couramment utilise´ dans des domaines
comme l’automobile et l’ae´ronautique et il permet de concevoir et de dimension-
ner a` moindre couˆt des syste`mes complexes. Graˆce a` l’apparition de la Conception
Assiste´e par Ordinateur (CAO), l’industriel dispose de maquettes nume´riques de
syste`mes telles que des avions compose´s de plusieurs dizaines de milliers de pie`ces
et de plusieurs centaines kilome`tres de tiges flexibles. Cependant, malgre´ de tels
outils, les e´tudes d’assemblage de tels syste`mes (cf. figure 1) ne peuvent plus eˆtre
entie`rement effectue´es par un ope´rateur humain.
Les me´thodes de planification de mouvement constituent alors un outil capable
d’aider l’homme a` re´pondre aux questions suivantes :
— Est-il possible d’assembler ou de´sassembler de tels syste`mes ?
— Quelles sont les se´quences de mouvement a` appliquer sur les diffe´rentes pie`ces
pour re´aliser l’ope´ration d’assemblage ou de de´sassemblage ?
Figure 1 – E´tude d’assemblage de tiges flexibles (cre´dits : Airbus).
Or, les me´thodes de planification actuelles ne permettent que de conside´rer les
pie`ces rigides. Jusqu’a` pre´sent, les composants de type tiges flexibles e´taient assimile´s
a` des pie`ces rigides ou ignore´s. Le projet Flecto, finance´ par l’Agence Nationale de
la Recherche, a pour objectif de re´pondre a` ce besoin (cf. [Roussel 15c]). Le consor-
tium du projet est compose´ du CEA-LIST, de Siemens-Kineo et du LAAS-CNRS.
Le CEA-LIST dispose du simulateur physique eXtended Dynamic Engine (XDE) ca-
pable de simuler des tiges flexibles en temps re´el. D’un autre cote´, la socie´te´ Siemens-
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Kineo a de´veloppe´ une solution logicielle imple´mentant les me´thodes de planifica-
tion de mouvement. Un des objectifs de cette the`se, dans le cadre du projet Flecto,
consiste a` e´tudier les possibilite´s d’inte´gration du simulateur XDE avec ces me´thodes
de planification. Plus particulie`rement, nous nous inte´ressons au cas d’assemblage
ou de de´sassemblage d’une tige flexible dans un environnement compose´ de pie`ces
rigides. Ce projet a permis au groupe Gepetto de de´marrer cette nouvelle activite´ de
recherche. Dans de telles applications, il est ge´ne´ralement ne´cessaire que les pie`ces
ne soient pas endommage´es durant l’ope´ration. Pour des pie`ces de´formables, nous
nous limitons aux de´formations re´versibles, c’est a` dire au domaine de l’e´lasticite´.
La proble´matique traite´e dans cette the`se consiste a` e´tendre les me´thodes de
planification de mouvement a` des tiges e´lastiques manipule´es a` leurs extre´mite´s par
des pinces robotiques (cf. figure 2).
Figure 2 – Tige e´lastique manipule´e par des pinces robotiques.
La difficulte´ de cette proble´matique peut expliquer l’absence de me´thode de
re´solution. En effet, les mode`les de de´formations re´alistes sont bien plus complexes
que le mouvement de corps rigides articule´s. En particulier, la prise en compte des
de´formations d’une tige e´lastique implique que l’espace de recherche des me´thodes de
planification soit de dimension infinie. De plus, ces me´thodes doivent eˆtre capables
de re´soudre le proble`me en un temps tre`s court.
Contributions
Au cours de cette the`se, nous avons de´veloppe´ diffe´rentes approches permettant
de re´pondre a` la proble´matique de´crite ci-dessus. L’e´tude de l’e´quilibre statique de
tiges e´lastiques, qui offre une cate´gorie de de´formations remarquable, constitue un
e´le´ment central de nos travaux.
En conside´rant l’hypothe`se de manipulation quasi-statique, nous avons montre´
dans [Roussel 14] qu’il est possible de tirer parti des proprie´te´s mathe´matiques des
de´formations a` l’e´quilibre pour re´soudre efficacement le proble`me de planification de
mouvement pour une tige e´lastique manipule´e a` ses extre´mite´s.
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D’autre part, nous donnons une nouvelle formulation analytique de la courbure
des tiges e´lastiques a` l’e´quilibre dans le cas ge´ne´ral graˆce aux fonctions elliptiques de
Jacobi. De plus, dans le cas d’une tige planaire, nous donnons les formes analytiques
de la ge´ome´trie et de la sensibilite´ aux conditions initiales. Ainsi, nous montrons
dans [Roussel 15b] qu’il est possible d’utiliser ces formes analytiques pour re´soudre
le proble`me de ge´ome´trie inverse pour des tiges planaires e´lastiques a` l’e´quilibre.
Aussi, dans le cadre d’une collaboration avec l’Universite´ d’Illinois (se´jour de
3 mois a` Urbana-Champaign), nous e´tendons dans [Roussel 15a] les travaux de
[Bretl 14] permettant de caracte´riser les configurations a` l’e´quilibre des tiges e´lastiques
de Kirchhoff aux tiges de Timoshenko graˆce au formalisme de la commande opti-
male sur des varie´te´s diffe´rentielles. Graˆce a` cette caracte´risation des configurations
a` l’e´quilibre, nous de´veloppons une approche permettant de planifier pour des tiges
e´lastiques en conside´rant leur dynamique et les contacts graˆce au couplage avec le
simulateur XDE.
Cette proble´matique a aussi permis d’aborder le proble`me de re´duction de di-
mension et de l’e´tendre a` des syste`mes autres que la tige [Orthey 15].
L’ensemble des caracte´risations analytiques et nume´riques des configurations a`
l’e´quilibre de tiges e´lastiques pre´sente´es au chapitre 2 ont e´te´ imple´mente´es dans la
bibliothe`que logicielle qserl disponible en open-source a` l’adresse https://github.
com/olivier-roussel/qserl.
Plan de cette the`se
Cette the`se est organise´e en introduisant d’abord les notions et outils mathe´matiques
utilise´s et en de´crivant ensuite leur inte´gration aux me´thodes de planification de mou-
vement. Le chapitre 1 donne les e´le´ments the´oriques ne´cessaires pour la planification
de mouvement pour des objets de´formables. Le chapitre 2 s’inte´resse a` l’e´tude des
configurations a` l’e´quilibre des tiges e´lastiques. Enfin, le chapitre 3 montre diffe´rentes
approches au proble`me de planification de mouvement pour des tiges e´lastiques.
Publications
L’ensemble des publications et des vide´os associe´es sont disponibles a` la page
http://projects.laas.fr/gepetto/index.php/Members/OlivierRoussel.
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1Chapitre 1
E´le´ments the´oriques pour la
planification d’objets
de´formables
Dans ce chapitre nous donnons les de´finitions et notations qui sont utilise´es
tout au long du document. Apre`s avoir introduit la proble´matique et les me´thodes
en planification de mouvement, nous pre´sentons ensuite brie`vement les notions de
me´canique des milieux continus indispensables dans notre travail.
Nous terminons ce chapitre par un e´tat de l’art de la planification d’objets
de´formables.
1.1 Planification de mouvement
Le proble`me de la planification de mouvement a e´te´ e´tudie´ par de nombreuses
communaute´s sous diffe´rents aspects. Il est a` pre´sent clairement formule´ et est le
sujet de plusieurs ouvrages de re´fe´rence dans le domaine [Choset 05, LaValle 06,
Latombe 91]. L’exemple le plus classique est connu sous le nom du Proble`me du
de´me´nageur de piano : peut-on de´placer un piano (un objet ge´ome´trique rigide)
d’une position et orientation initiale (appele´e situation initiale) a` une position et
orientation finale (situation finale) sans collision avec l’environnement ?
Cette proble´matique s’e´tend aux syste`mes me´caniques articule´s (e.g. bras mani-
pulateurs, robots humano¨ıdes), rigides ou de´formables ou encore multi-syste`mes (e.g.
une flotte de robot mobiles). De fac¸on plus ge´ne´rale, pour un syste`me me´canique
quelconque appele´ robot, le proble`me de planification de trajectoires entre une si-
tuation initiale et finale du robot dans un environnement contenant des obstacles
consiste a` trouver une se´quence continue de situations sans collision permettant de
relier les deux situations. Il a e´te´ montre´ dans [Reif 79] que ce proble`me est NP-
difficile.
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Bien souvent, le syste`me me´canique est soumis a` des contraintes et nous recher-
chons alors une se´quence continue valide, c’est a` dire respectant les contraintes du
syste`mes et sans collision avec l’environnement.
Alors que la de´finition initiale du proble`me restreint la recherche de solution a`
un espace refle´tant la ge´ome´trie du proble`me, nous pouvons e´tendre la recherche
a` l’espace repre´sentant l’ensemble des e´tats que peut prendre le syste`me, que nous
nommerons espace d’e´tats de fac¸on ge´ne´rale.
Dans cette section, nous allons introduire les notions de base ainsi que les prin-
cipales me´thodes utilise´es en planification de mouvement.
1.1.1 Les transformations rigides
Les transformations rigides, i.e. qui pre´servent les distances entre les points, sont
un e´le´ment essentiel de l’e´tude du mouvement d’objets rigides. Nous verrons que
ces transformations apparaissent re´gulie`rement pour la repre´sentation des situations
des robots et que les outils mathe´matiques utilise´s pour l’e´tude du mouvement de
corps rigides s’e´tendent aux corps de´formables. Parmi eux, les groupes de Lie spe´cial
orthogonal SO(n) et spe´cial euclidien SE(n) constituent un outil sur lequel nous
nous appuierons tout au long de cette the`se. Le lecteur inte´resse´ pourra consulter
[Murray 94] pour plus de de´tails sur l’ensemble du formalisme mathe´matique utilise´.
Par la suite, les transformations rigides dans R3, qui peuvent eˆtre repre´sente´es
par une orientation et translation dans R3, et qui sont des e´le´ments du groupe de
Lie SE(3) seront nomme´es position 6D. A de´faut, le terme position employe´ seul
de´signe uniquement la partie en translation.
1.1.2 L’espace des configurations
Un concept essentiel qui a permis un de´veloppement majeur des recherches en
planification de mouvement est celui d’espace des configurations [Lozano-Perez 83],
note´ C. Celui-ci consiste en l’ensemble des configurations d’un syste`me, ou` chaque
configuration de´crit de fac¸on unique la ge´ome´trie du syste`me. Une configuration est
de´crite par un vecteur q contenant ses n degre´s de liberte´ inde´pendants. L’espace
des configurations est alors ge´ne´ralement une varie´te´ de dimension n. Il permet une
abstraction du proble`me, inde´pendante du syste`me et de l’environnement conside´re´s,
graˆce a` un formalisme ge´ne´ral. Nous pouvons en voir un exemple sur la Figure 1.1.
Notons que les espaces des configurations peuvent eˆtre compose´s entre eux graˆce
au produit carte´sien, e.g. un espace des configurations e´gal a` un tore de dimension
2 est de´finit par T2 = S1 × S1.
L’ensemble des configurations libres de collisions forme un ouvert note´ Cfree. La
notion de configuration en collision concerne typiquement la collision avec l’environ-
nement mais peut aussi inclure selon le contexte l’auto-collision. Par de´finition, le
comple´ment de Cfree, note´ Cobs, est un ferme´ et consiste alors en l’ensemble des confi-
gurations en collision (cf. Figure 1.2). Notons qu’une configuration libre de collision
n’autorise pas le contact.
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Figure 1.1 – Un bras manipulateur avec deux degre´s de liberte´ en rotation (non borne´s)
dans une configuration q donne´e repre´sente´ dans l’espace de travail W (a` gauche) et dans
son espace des configurations C. L’espace des configurations est ici home´omorphe au tore de
dimension 2.
Figure 1.2 – Le bras manipulateur doit se de´placer depuis une configuration qstart vers une
configuration qgoal en e´vitant l’obstacle O (a` gauche) et la repre´sentation e´quivalente dans
l’espace des configurations C.
Formellement, e´tant donne´ un environnement, repre´sente´ par l’ensemble W,
contenant p obstacles Oi, i = {1, . . . , p} et un robot A(q) dans la configuration
q, l’espace des configurations en collision Cobs,i correspondant a` l’obstacle Oi est
de´fini par
Cobs,i = {q ∈ C |A(q) ∩ Oi 6= ∅} . (1.1)
L’ensemble ferme´ Cobs est alors de´fini par
Cobs =
p⋃
i=1
Cobs,i (1.2)
Le proble`me de planification de mouvement peut alors eˆtre formule´ dans l’espace
des configurations ainsi :
De´finition 1 (Proble`me de planification de mouvement dans l’espace des configu-
rations). E´tant donne´s :
CHAPITRE 1. E´LE´MENTS THE´ORIQUES POUR LA PLANIFICATION
D’OBJETS DE´FORMABLES 4
1. Un espace de travail W ⊆ Rd avec typiquement d = 2 ou d = 3 ;
2. Un ensemble de p obstacles Oi ⊂ W, i = {1, . . . , p} ;
3. Un robot A posse´dant n degre´s de liberte´, de´crivant l’espace des configurations
C de dimension n. L’espace en collision Cobs est alors de´fini par (1.1) et (1.2).
De meˆme, l’espace libre Cfree est alors donne´ par Cfree = C \ Cobs.
4. Une configuration initiale qstart ∈ Cfree et finale qgoal ∈ Cfree du robot ;
Le proble`me de planification de mouvement consiste a` trouver, si il existe, un chemin
continu τ : [0, 1]→ Cfree tel que τ(0) = qstart et τ(1) = qgoal
Figure 1.3 – Un mouvement solution dans l’espace de travail entre les configurations qstart
et qgoal et sa repre´sentation sous forme d’un chemin τ dans l’espace des configurations libre
Cfree.
Il est a` noter que le chemin obtenu τ , si il existe, est une solution purement
ge´ome´trique au proble`me (cf. Figure 1.3). En effet, ce-dernier est parame´tre´ par
une abscisse normalise´e. Dans certaines applications, nous verrons qu’il est parfois
souhaitable de de´finir une parame´trisation temporelle de la solution.
1.1.3 Ge´ome´trie directe et inverse
Bien qu’une configuration de´crive la situation ge´ome´trique du robot, elle ne four-
nit ge´ne´ralement pas la repre´sentation explicite de la ge´ome´trie. A` titre d’exemple,
conside´rons le cas d’un bras manipulateur tel qu’illustre´ en Figure 1.1. Afin de
de´terminer la position de son organe terminal a` partir de sa configuration, il est
ne´cessaire d’appliquer une transformation ge´ome´trique fonction de sa configuration
(valeurs angulaires) ainsi que de la longueur de ses liaisons. Cette transformation,
liant la configuration d’un robot a` la position 6D de son organe terminal dans le cas
ge´ne´ral, est appele´e Mode`le Ge´ome´trique Direct (MGD). La transformation inverse,
liant la position 6D de l’organe terminal d’un robot a` sa configuration, est appele´e
Mode`le Ge´ome´trique Inverse (MGI).
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Les bras manipulateurs, premiers robots industriels, sont mode´lise´s par des chaˆınes
cine´matiques, i.e. une se´quence de corps rigides connecte´s ensemble par des articula-
tions motorise´es. Ces articulations restreignent le mouvement des corps sous-jacents
a` des sous-groupes de SE(3). Dans la plupart des formalismes et applications robo-
tiques, seules deux articulations a` un seul degre´ de liberte´ sont rencontre´es :
— l’articulation roto¨ıde de type pivot, imposant un mouvement rotationnel au-
tour d’un axe commun entre deux corps. Elle est parame´tre´e par l’angle autour
de cet axe ;
— l’articulation prismatique de type glissie`re, imposant un mouvement transla-
tionnel le long d’un axe commun entre deux corps. Elle est parame´tre´e par la
distance le long de cet axe.
Bien que d’autres articulations existent, telles que les articulations rotules, cylin-
driques ou planaires, elles sont ge´ne´ralement re´alise´es graˆce aux deux articulations
e´le´mentaires pre´ce´demment introduites.
1.1.3.1 Mode`le Ge´ome´trique Direct
Le Mode`le Ge´ome´trique Direct est l’application qui a` toute configuration q ∈ C
du robot fait correspondre la position 6D, note´e g, de son organe terminal, i.e.
MGD : C → SE(3). Dans le cas de bras manipulateurs a` n articulations mode´lise´s
par des chaˆınes cine´matiques, la position 6D de l’organe terminal g peut s’exprimer
sous la forme
g = T0,1(q1) . . .Tn−1,n(qn)
= T0,n(q)
(1.3)
ou` Ti−1,i(qi) est la matrice repre´sentant la position relative du corps i par rapport
au corps i − 1 qui n’est fonction que de la configuration de l’articulation i. Les
formes explicites de ces matrices sont connues pour les articulations e´le´mentaires et
plusieurs me´thodes existent pour les de´terminer, comme les parame`tres de Denavit-
Hartenberg (cf. [Khalil 04]) ou les parame´trisations par twist (cf. [Murray 94]). Dans
le Chapitre 3, nous sommes amene´s a` calculer le MGD e´tendu au cas d’une tige
e´lastique afin de faire le lien entre leur configuration et leur ge´ome´trie. Nous verrons
que ce calcul est une e´tape critique pour la de´tection de collision.
1.1.3.2 Mode`le Ge´ome´trique Inverse
Le Mode`le Ge´ome´trique Inverse d’un robot consiste en l’application qui a` la
position 6D, note´e g, de son organe terminal fait correspondre une configuration
q ∈ C du robot , i.e. MGI : SE(3) → C. Contrairement au MGD, le MGI peut
avoir :
— soit une unique solution ;
— soit un nombre fini de solutions ;
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— soit aucune solution ;
— soit une infinite´ de solutions.
Dans le cas de bras manipulateurs, ceci revient a` re´soudre l’e´quation (1.3). Selon
la structure du bras et bien que difficiles a` de´terminer, les solutions analytiques
sont parfois disponibles [Renaud 06]. Cette application est fre´quemment utilise´e en
planification de mouvement pour lier une taˆche donne´e aux configurations ou encore
dans le cas de la planification pour des chaˆınes ferme´es (e.g. manipulation d’objets
ou robots paralle`les). Dans le cadre de la proble´matique de cette the`se, il est parfois
inte´ressant de connaitre la configuration de la tige pour des positions 6D impose´es
a` ses extre´mite´s. Cette extension du MGI pour des tiges e´lastiques a` l’e´quilibre
statique sera pre´sente´e au Chapitre 2.
1.1.4 Me´thodes de planification de´terministes
Les premie`res approches au proble`me de planification e´taient base´es sur des
me´thodes dites de´terministes, c’est a` dire dont le comportement est reproductible
pour des entre´es au proble`me identiques.
Approches exactes Parmi elles, les approches dites exactes ont suscite´ de nom-
breux travaux (voir par exemple [Latombe 91]) car elles ont permis la mise au
point d’algorithmes complets. Un algorithme est dit complet si, quelles que soient
les donne´es du proble`me, il est capable de trouver une solution en un temps fini
si elle existe ou a` de´faut de signaler qu’il n’y a pas de solution. Elles requie`rent
ge´ne´ralement une description explicite de l’espace des configurations, permettant
une de´composition de l’espace libre Cfree en cellules et une repre´sentation sous forme
de graphe. L’espace de recherche initialement continu est alors ramene´ a` un espace
de recherche discret. Lorsque le graphe mode´lisant l’espace des configurations est
construit, des algorithmes de recherche de chemin dans des graphes tels que A*
peuvent alors donner efficacement une solution au proble`me. De plus, en utilisant
ce formalisme, il est possible d’appliquer des crite`res d’optimalite´ sur la solution,
comme par exemple obtenir le plus court chemin entre les situations initiale et fi-
nale.
Les me´thodes comple`tes sont particulie`rement adapte´es aux proble`mes a` faible
dimension. Par exemple, dans le domaine de l’intelligence artificielle et des jeux
vide´os, les me´thodes base´es sur les maillages de navigation permettent la planifi-
cation d’agents ayant peu de degre´s de liberte´ se de´plac¸ant a` la surface d’un en-
vironnement tridimensionnel en un temps infe´rieur a` la milliseconde [Saupin 13].
La construction du graphe, qui peut eˆtre de´porte´e dans une phase hors-ligne, ne
ne´cessite que quelques minutes du fait de la faible dimension de l’espace de re-
cherche.
Cependant, ces approches ne sont pas applicables dans des espaces de grande
dimension du fait qu’il devient soit impossible soit trop couˆteux de calculer explici-
tement Cfree. [Canny 88] donne une borne supe´rieure sur la complexite´ du proble`me
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de planification en montrant qu’une repre´sentation explicite de l’espace des configu-
rations peut eˆtre obtenue en complexite´ exponentielle par rapport a` sa dimension. De
plus, du fait de la construction d’une repre´sentation de l’espace libre, ces me´thodes
sont difficilement adaptables a` des environnements dynamiques.
Fonctions de navigation Les fonctions de navigation fournissent une autre fa-
mille d’approches permettant une solution sous forme de commande re´troactive en
boucle ferme´e, capable de ge´rer des environnements dynamiques ou incertains en
temps-re´el. Ces fonctions de´finissent typiquement un champ de potentiel attractif
vers le but et un potentiel re´pulsif vis a` vis des obstacles. La commande est alors
obtenue par une descente de gradient. Cette approche trouve ses premie`res appli-
cations en robotique dans les travaux de [Khatib 80, Khatib 86]. Aussi, graˆce a`
leur simplicite´ et leur faible couˆt calculatoire, ces me´thodes furent applique´es en
re´alite´ virtuelle pour la simulation de foule [Helbing 95]. Cependant, la pre´sence
possible de plusieurs minima locaux dans ces fonctions de potentiel ne garantit pas
la comple´tude. [Rimon 92] e´tend ce concept a` des me´thodes comple`tes avec une nou-
velle famille de fonctions de navigation ayant un unique minimum de potentiel pour
des environnements de type e´toile´s (la notion d’ensemble e´toile´s sera pre´sente´e en
Section 2.2.3.4). Cependant, de telles fonctions ne sont pas disponibles dans le cas
ge´ne´ral.
1.1.5 Me´thodes de planification probabilistes
En pratique, de par leur complexite´, les me´thodes de´terministes exactes ne sont
plus applicables pour des proble`mes de dimension n > 6. D’un autre cote´, les
me´thodes probabilistes a` e´chantillonnage ne s’appuient pas sur la repre´sentation ex-
plicite de Cfree mais essaient d’en capturer la connectivite´ graˆce a` un e´chantillonnage
ale´atoire de C. A chaque ite´ration, une configuration qrand est e´chantillonne´e et
la ge´ome´trie correspondante est teste´e en collision, i.e. on cherche a` de´terminer si
qrand appartient a` Cfree. Les configurations libres de´finissent alors une repre´sentation
discre`te de Cfree sous forme de graphe. Tandis que dans les me´thodes exactes les tests
de collision se font dans C, ce qui implique la construction explicite de la frontie`re
de Cfree, ici les tests de collision se font dans W et se rame`nent dans les cas les plus
complexes a` des tests d’intersection de polye`dres.
Les algorithmes base´s sur ces me´thodes pre´sentent une notion de comple´tude
plus faible que les me´thodes exactes, dite comple´tude probabiliste. Un algorithme est
probabilistiquement complet si, lorsque le nombre d’ite´rations tend vers l’infini, la
probabilite´ qu’il trouve une solution si elle existe tend vers un. Ainsi, ces me´thodes
ne peuvent garantir avec certitude et en un temps fini qu’un proble`me ne posse`de pas
de solution. Notons que, comme nous le verrons en de´tail, ces me´thodes requie`rent
que C soit muni d’une me´trique.
On distingue deux familles d’algorithmes imple´mentant les approches probabi-
listes a` e´chantillonnage ale´atoire, que nous appellerons me´thodes a` e´chantillonnage
par la suite :
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— les me´thodes oriente´es graphes, telles que la Probabilistic Roadmap Method
(PRM) [Kavraki 96], approprie´es a` des proble`mes statiques et multi-requeˆtes
graˆce a` une construction hors-ligne du graphe repre´sentant l’espace libre ;
— les me´thodes a` diffusion d’arbres, telles que le Rapidly-exploring Random Tree
(RRT) [LaValle 98], permettant la construction du graphe en ligne et adapte´es
aux proble`mes mono-requeˆte.
Chacune de ses familles repose sur les meˆmes principes the´oriques et offre en pra-
tique de bons re´sultats sur des proble`mes a` grandes dimensions, la` ou` les me´thodes
de´terministes montrent leurs limites. Les e´le´ments de bases requis par ces me´thodes
et qui seront de´taille´s par la suite sont a` minima :
— une me´trique sur l’espace de recherche ;
— une me´thode d’e´chantillonnage ale´atoire sur l’espace de recherche ;
— un de´tecteur de collision, permettant de de´terminer si une configuration donne´e
est libre de collision ou non ;
— un planificateur local, retournant le chemin entre deux configurations donne´es.
Nous allons pre´senter l’algorithme RRT et nous appuyer sur celui-ci pour pre´senter
plus en de´tail les fondements the´oriques des me´thodes a` e´chantillonnage.
1.1.5.1 L’algorithme Rapidly-exploring Random Tree
La structure ge´ne´rale de l’algorithme RRT est pre´sente´e en algorithme 1. A`
chaque ite´ration, l’arbre T repre´sentant Cfree est e´tendu au travers de 3 e´tapes :
1. Une configuration qrand est e´chantillonne´e ale´atoirement dans C ;
2. Pour une me´trique donne´e sur C, on re´cupe`re la configuration qnear la plus
proche de qrand dans l’arbre T ;
3. Si possible, l’arbre T est e´tendu selon une me´thode de planification locale
depuis qnear vers qrand.
Le comportement d’une ite´ration est illustre´ en Figure 1.4.
Depuis son apparition, il existe de tre`s nombreuses variantes d’imple´mentation
de l’algorithme 1 afin d’en ame´liorer l’efficacite´ ou bien pour prendre en compte cer-
taines particularite´s du syste`me ([Leven 03], [Yershova 05], [Zucker 07], [Karaman 11],
[Perez 12], ...).
Parmi elles, on peut citer le RRT-Connect [Kuffner 00] ou` deux arbres, l’un ini-
tialise´ a` la configuration initiale et l’autre au but, se diffusent alternativement et
explorent l’espace libre tout en essayant de se connecter mutuellement. De manie`re
ge´ne´rale, nous pouvons remarquer que l’e´chantillonnage ale´atoire est le´ge`rement
biaise´ vers le but afin que l’arbre puisse atteindre celui-ci.
1.1. PLANIFICATION DE MOUVEMENT 9
Algorithm 1 RRT(qstart, qgoal)
Output: Chemin solution τ ou signaler un e´chec
1: Initialize the tree T with qstart
2: while ¬ solved and iter < Nmax do
3: qrand ← RANDOM SAMPLE()
4: qnear ← NEAREST(T , xrand)
5: qnew ← EXTEND(qnear,qrand)
6: if qnew 6= qnear then
7: Add vertex qnew to T
8: Add edge (qnear,qnew) to T
9: if qnew = qgoal then
10: solved ← true
11: end if
12: end if
13: end while
14: if solved then
15: return the path τ from qstart to qgoal
16: else
17: return failure
18: end if
Figure 1.4 – L’arbre T dont la racine est qstart se diffuse dans l’espace libre Cfree afin
de rejoindre la configuration but qgoal. Lorsqu’une configuration qrand est e´chantillonne´e
ale´atoirement, l’arbre s’e´tend depuis la configuration la plus proche qnear en direction de
qrand d’un e´ventuelle distance maximale. La configuration re´sultante qnew est alors ajoute´e
a` l’arbre et le processus est re´pe´te´.
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1.1.5.2 E´chantillonnage ale´atoire
La proprie´te´ essentielle qui garantit les performances du RRT est le biais de Vo-
ronoi (cf. [LaValle 00]). Celui-ci se traduit par une re´gularite´ du volume des re´gions
de Voronoi dans l’espace libre Cfree lorsque le nombre d’ite´rations augmente. Intui-
tivement, l’arbre a tendance a` se diffuser dans les re´gions les moins explore´es.
L’efficacite´ du biais de Voronoi de´pend de la capacite´ a` e´chantillonner uni-
forme´ment sur C. Il est trivial d’obtenir un e´chantillonnage ale´atoire uniforme sur les
espaces R1 et S1 qui sont les espaces e´le´mentaires de nombreux syste`mes robotiques.
Comme de nombreux espaces des configurations utilise´s en robotique peuvent eˆtre
de´finis par composition graˆce au produit carte´sien, il est possible d’e´chantillonner
ale´atoirement sur chacun des sous-espaces en conservant la proprie´te´ de re´gularite´
pour l’espace global. Plus formellement, un e´chantillonnage uniforme des espaces
U et V implique un e´chantillonnage uniforme de l’espace X = U × V. De plus,
l’application de me´thodes de type rejet pour e´chantillonner sur des sous-ensembles
conserve aussi la proprie´te´ de re´gularite´, i.e. si U ⊂ X avec dimU = dimX, un
e´chantillonnage uniforme de C implique un e´chantillonnage uniforme de U .
Conside´rons a` pre´sent d’autres espaces rencontre´s couramment en robotique,
comme l’espace des rotations 3D, i.e. le groupe de Lie SO(3). Pour e´chantillonner
uniforme´ment sur ces varie´te´s, il convient d’eˆtre prudent vis a` vis de la parame´trisation
utilise´e pour l’e´chantillonnage. Par exemple, e´chantillonner uniforme´ment des angles
d’Euler n’implique pas un e´chantillonnage uniforme de SO(3), contrairement a` l’uti-
lisation des quaternions unitaires que nous conside´rons par la suite.
1.1.5.3 Me´trique et recherche de voisins
Pour la phase de recherche de voisins d’une configuration, les me´thodes a` e´chantillonnage
requie`rent la de´finition d’une me´trique. Une application ρ : X ×X → [0,∞) est une
me´trique sur X si et seulement si elle respecte les axiomes suivants :
1. ρ(a, b) = ρ(b, a),∀a, b ∈ X (syme´trie) ;
2. ρ(a, b) = 0 si et seulement si a = b,∀a, b ∈ X (se´paration) ;
3. ρ(a, b) + ρ(b, c) ≥ ρ(a, c),∀a, b, c ∈ X (ine´galite´ triangulaire).
Me´triques usuelles et pseudo-me´triques Sur les espaces vectoriels, les me´triques
Lp telles que la distance Euclidienne L2 sont ge´ne´ralement utilise´es. Cependant dans
certains espaces, par exemple lorsque nous conside´rons la planification pour des
syste`mes dynamiques, de´finir une me´trique peut s’ave´rer trop complexe ou celle-ci
peut eˆtre trop couˆteuse a` calculer. Pour de tels syste`mes, il est alors courant d’uti-
liser une fonction qui ne satisfait pas tous les axiomes d’une me´trique. De telles
fonctions seront nomme´es par la suite pseudo-me´triques.
Proprie´te´s Comme de nombreux espaces utilise´s en robotique peuvent eˆtre de´finis
par composition, il est inte´ressant de noter que les me´triques d’espaces compose´s
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peuvent s’exprimer comme combinaison line´aire des me´triques des sous-espaces.
Ainsi, conside´rons l’espace X = X1 × X2 ou` chaque e´le´ment peut s’e´crire sous la
forme x = (x1, x2) et les sous-espaces X1 et X2 sont munis des me´triques ρ1 et ρ2,
respectivement. Une me´trique ρ sur X peut eˆtre de´finie par
ρ(a,b) = w1ρ1(a1, b1) + w2ρ2(a2, b2)
ou` w1 et w2 sont des re´els positifs de´finissant la ponde´ration de chaque sous-espace.
De par sa simplicite´, ce type de me´trique est couramment utilise´ mais le choix des
ponde´rations est ge´ne´ralement arbitraire et de´pend des cas conside´re´s.
Une autre proprie´te´ des me´triques qui sera utilise´e dans cette the`se est l’extension
aux sous-ensembles et varie´te´s, i.e. soient un espace X muni d’une me´trique ρ et
U ⊂ X , alors ρ est aussi une me´trique sur U .
Recherche de voisins Les configurations e´chantillonne´es ale´atoirement permettent
de guider l’exploration du graphe dans les re´gions inexplore´es de l’espace libre. Pour
cela, il est ne´cessaire a` chaque ite´ration de de´terminer les k plus proches voisins de la
configuration e´chantillonne´e. Dans le cas d’approches de type RRT, on ne conside`re
ge´ne´ralement que le plus proche voisin (i.e. k = 1) tandis que les approches de type
PRM conside`rent ge´ne´ralement plusieurs voisins (i.e. k > 1).
En the´orie, le nombre de voisins ne´cessaires pour capturer la connectivite´ autour
d’une configuration donne´e est exponentiel en la dimension n du proble`me. En pra-
tique, le voisinage des configurations est en ge´ne´ral suffisamment peu contraint pour
ne pas a` avoir a` explorer l’ensemble du voisinage, permettant un couˆt bien infe´rieur a`
la borne supe´rieure en complexite´ exponentielle. Les cas extreˆmes ou` le voisinage est
fortement contraint correspondent a` des passages e´troits et repre´sentent des cas tre`s
difficiles a` re´soudre pour les me´thodes probabilistes a` e´chantillonnage. Nous trouvons
dans la litte´rature de nombreux travaux permettant de re´soudre ce proble`me des pas-
sages e´troits avec plus ou moins de ge´ne´ricite´ (cf. [Amato 98], [Sun 05], [Saha 05],
[Hsu 98], [Zhang 08], [Flavigne 10]). Comme nous le verrons au Chapitre 3, les pos-
sibilite´s de de´formations de la tige induisent une forte probabilite´ de collision ce qui
se traduit par une recherche de passages e´troits dans l’espace libre.
Ainsi, une dimensionnalite´ n e´leve´e du proble`me implique un grand nombre de
configurations m dans le graphe, bien que la complexite´ ne soit pas exponentielle en
pratique. La complexite´ de la recherche du k plus proche voisin devient alors critique.
Une approche na¨ıve implique dans le pire cas une complexite´ en O(nm2 + k). Les
k-d tree [Friedman 77, Ericson 04] sont des structures hie´rarchiques permettant de
ramener la complexite´ d’une requeˆte de recherche en O(m1/d + k) moyennant un
couˆt de construction en O(nm logm). Leur faible complexite´ explique le fait que ces
structures sont couramment utilise´es dans les imple´mentations des algorithmes de
planification de mouvement.
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1.1.5.4 De´tection de collision
Un de´tecteur de collision doit au minimum eˆtre capable de de´terminer si une
configuration donne´e du syste`me est libre de collision. Celle-ci peut concerner les
obstacles de l’environnement, l’auto-collision ou encore d’autres robots. Deux corps
sont dits en collision si leurs ge´ome´tries respectives s’intersectent (contact inclus).
Le proble`me a e´te´ largement e´tudie´ dans la communaute´ du calcul ge´ome´trique.
Les ge´ome´tries des corps sont ge´ne´ralement approxime´es par des primitives appele´es
volumes englobants. Parmi les plus courants, on peut citer les sphe`res, les Axis-
Aligned Bounding Boxes (AABB), les Oriented Bounding Boxes (OBB), les Line
Swept Spheres (LSS) aussi appele´es capsules, les Rectangle Swept Spheres (RSS) et les
enveloppes convexes. Chacun de ces volumes englobants pre´sente un compromis entre
pre´cision de l’approximation et couˆt de calcul. Ceux-ci sont ge´ne´ralement ensuite
utilise´s sous forme d’une hie´rarchie de volumes englobants permettant de se´parer
la de´tection de collision en une e´tape dite grossie`re (broad phase) et une phase de
pre´cision (narrow phase). Nous invitons le lecteur inte´resse´ a` consulter des ouvrages
de´die´s tel que [Ericson 04]. De nombreuses imple´mentations logicielles de de´tecteur
de collision existent telles que [Hudson 97, Larsen 00, Mirtich 98, Pan 12].
En pratique, la diffusion de l’arbre ne´cessite non pas de valider des configura-
tions mais des chemins entre configurations. Ainsi, dans l’algorithme RRT, il est
ne´cessaire de tester l’appartenance a` l’espace libre du chemin entre qnear et qrand.
Ge´ne´ralement, le chemin est alors discre´tise´ et chaque e´chantillon est teste´.
Validation dichotomique Le chemin est valide´ par dichotomie en testant la
configuration situe´e au milieu du chemin. Si celle-ci est valide, l’ope´ration est re´pe´te´e
re´cursivement sur chacun des deux sous-chemins obtenus. Le crite`re d’arreˆt est soit
la de´tection d’un e´tat en collision et le chemin est alors conside´re´ comme en collision,
soit l’atteinte de la re´solution minimale et le chemin est alors conside´re´ comme libre
de collision. Cette me´thode est ge´ne´ralement la plus rapide mais elle ne permet pas
de re´cupe´rer la partie libre de collision du chemin.
Validation ite´rative a` pas constant Le chemin est de´coupe´ selon une re´solution
constante et chaque e´chantillon est teste´ progressivement entre les configurations
de de´part et d’arrive´e. Si un des e´chantillons est en collision, alors le chemin est
conside´re´ en collision. Cette me´thode permet de re´cupe´rer la dernie`re configuration
libre de collision qui peut eˆtre utilise´e pour e´tendre l’arbre.
Validation ite´rative a` pas adaptatif Le chemin est valide´ progressivement entre
les configurations de de´part et d’arrive´e mais le pas est ajuste´ graˆce a` des bornes
minimales de distance aux obstacles (cf. [Schwarzer 05]). Le couˆt de calcul de ces
bornes est typiquement bien infe´rieur au couˆt de calcul de la distance exacte. Cepen-
dant, selon les syste`mes conside´re´s, ces bornes ne sont pas toujours disponibles. Ces
me´thodes permettent aussi de re´cupe´rer la dernie`re configuration libre de collision.
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De´tection de collision continue Le calcul de la distance exacte entre une confi-
guration et la frontie`re de l’espace libre peut s’ave´rer tre`s utile, notamment pour
la planification au contact (cf. [Redon 05]). Cependant, celui-ci n’est disponible que
pour certains syste`mes particuliers et pre´sente un couˆt de calcul supe´rieur d’au moins
un ordre de grandeur.
1.1.5.5 Planification locale
La phase de planification locale consiste a` trouver un chemin dit local libre de
collisions entre deux configurations donne´es. La validite´ du chemin est teste´e via les
me´thodes pre´sente´es pre´ce´demment. Ge´ne´ralement, le chemin local est le plus court
chemin, i.e. la ge´ode´sique sur l’espace C si elle est disponible a` moindre couˆt. Ainsi,
sur les espaces vectoriels Rn, le chemin local adopte´ est typiquement une interpo-
lation line´aire, ce qui se traduit par une ligne droite dans C. Lorsque l’on conside`re
des syste`mes avec des contraintes diffe´rentielles, comme une voiture, le proble`me
de planification locale devient similaire a` un proble`me aux limites (Boundary Value
Problem). Si on ajoute des crite`res d’optimalite´ tel que le plus court chemin, alors
ce proble`me devient un proble`me de commande optimale (cf. [Bryson 75]).
1.1.6 Planification a` e´chantillonnage pour des syste`mes dynamiques
En pratique, les syste`mes re´els sont mode´lise´s en conside´rant des contraintes
cine´matiques et dynamiques. Le proble`me de planification de syste`mes dynamiques
(kinodynamic planning) est l’extension du proble`me de planification de mouvement
que nous avons pre´sente´ en inte´grant des contraintes du premier et second ordre
sur C. Dans cette section, nous allons brie`vement pre´senter comment utiliser les
mode`les cine´matiques ou dynamiques issus de la me´canique dans les me´thodes a`
e´chantillonnage.
1.1.6.1 Contraintes cine´matiques
Les contraintes cine´matiques se retrouvent dans de nombreux syste`mes robo-
tiques. Par exemple, une voiture ne peut se de´placer que dans la direction de ses
roues avant. Ces contraintes peuvent eˆtre exprime´es sous forme implicite ou pa-
rame´trique.
Forme implicite De manie`re ge´ne´rale, une contrainte diffe´rentielle sous forme
implicite s’e´crit
f(q, q˙) = 0 Bilate´riale (1.4)
ou
f(q, q˙) ≤ 0 Unilate´rale (1.5)
avec q ∈ C et q˙ ∈ TqC, l’espace tangent a` C en q.
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Forme parame´trique La cine´matique d’un syste`me a` n degre´s de liberte´ peut
s’e´crire sous la forme d’un syste`me diffe´rentiel du premier ordre et de dimension n
q˙ = f (q,u) (1.6)
pour des conditions initiales q(0) ∈ C donne´es et ou` u ∈ Rm sont les commandes
applicables sur le syste`me. On observera que la dimension n du syste`me est e´gale au
nombre de composantes de la condition initiale, i.e. de l’espace des configurations C.
L’e´quation (1.6), que nous appellerons e´quation de transition de configuration, de´crit
implicitement l’espace d’e´tat du syste`me. Pour une commande u donne´e, le champ
de vecteurs f sur C fait correspondre a` chaque configuration q ∈ C une vitesse q˙ de
l’espace tangent TqC. L’union disjointe des espaces tangents a` chaque configuration
forme le fibre´ tangent a` C, note´ TC, ou` chaque e´le´ment est un couple (q, q˙) avec
q ∈ C et q˙ ∈ TqC. Le fibre´ tangent, de dimension 2n, de´crit par le syste`me diffe´rentiel
est alors l’espace d’e´tat.
Ge´ne´ralement, les contraintes de´rive´es des lois de la me´canique sont sous forme
implicite. Cependant, la forme parame´trique est pre´fe´rable car celle-ci nous donne
les commandes u admissibles et est alors preˆte a` eˆtre utilise´e dans des algorithmes de
planification. Il est possible de passer de la forme implicite a` la forme parame´trique
comme nous le verrons a` travers l’exemple du monocycle.
Contraintes autonomes et non-autonomes Une contrainte pre´sentant une
de´pendance explicite au temps est dite non-autonome. Dans le cas contraire, la
contrainte est dite autonome. Les syste`mes conside´re´s dans cette the`se pre´sentent
tous un caracte`re autonome et par conse´quent les mode`les ne pre´senterons jamais
de de´pendance explicite au temps.
Contraintes holonomes et non-holonomes Une contrainte est dite holonome si
elle peut s’e´crire sous forme bilate´rale et uniquement en fonction de la configuration
(et e´ventuellement du temps pour des contraintes non-autonomes), i.e.
g(q) = 0.
Dans ce cas, on dit aussi que la contrainte est comple`tement inte´grable. Une
me´thode syste´matique pour de´terminer l’inte´grabilite´ d’une contrainte est d’utiliser
les crochets de Lie a` travers le the´ore`me de Frobenius.
L’exemple de l’unicycle et son analogie avec les tiges e´lastiques Pour
illustrer cela, nous allons de´tailler l’exemple d’un robot mobile de type unicycle. Ce
type de robot peut eˆtre commande´ par deux variables d’actions : sa vitesse line´aire
et sa vitesse angulaire. Dans cet exemple, nous conside´rons que l’unicycle se de´place
a` vitesse line´aire unitaire. Outre sa simplicite´, le choix de cet exemple est motive´
par le fait qu’il posse`de de fortes similarite´s avec les tiges e´lastiques.
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Figure 1.5 – Analogie entre le mode`le de l’unicycle (a` gauche) a` 3 degre´s de liberte´ de´crivant
une trajectoire dans le temps et la forme d’une tige e´lastique a` l’e´quilibre (a` droite). Dans
le cas de l’unicycle, la variable inde´pendante est le temps (note´ t) et dans le cas de la tige
e´lastique, celle-ci est son abscisse curviligne (note´e t par analogie).
L’espace des configurations de l’unicycle est C = R2×S1 et chaque configuration
peut s’e´crire sous la forme q = (x, y, θ). La variable de commande u ∈ R est donc
la vitesse angulaire de l’orientation de l’unicycle, i.e. θ˙ = u. Pour un de´placement
infinite´simal dl, assimile´ alors en ligne droite, on a dy = dx tan θ, donc
y˙ = dy
dt
= dx
dt
tan θ
= x˙ tan θ
ce qui nous me`ne a` la contrainte cine´matique de l’unicycle
x˙ sin θ − y˙ cos θ = 0. (1.7)
Notons que les contraintes qui peuvent s’e´crire sous la forme w(q)q˙ = 0, telle
que (1.7), s’appellent des contraintes de Pfaffian. Une solution a` l’e´quation (1.7) est
x˙ = cos θ et y˙ = sin θ. Le mode`le diffe´rentiel de l’unicycle est donc
x˙ = cos θ
y˙ = sin θ
θ˙ = u.
(1.8)
Tel qu’illustre´ en Figure 1.5, le mode`le de l’unicycle donne´ en (1.8) de´crit une
trajectoire qui respecte les meˆmes contraintes diffe´rentielles qu’une tige e´lastique a`
l’e´quilibre, dont le mode`le sera pre´sente´ en de´tail au Chapitre 2.
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1.1.6.2 Contraintes dynamiques
Les mode`les de syste`mes re´els issus de la me´canique impliquent ge´ne´ralement
aussi des contraintes dynamiques. De meˆme que pour que les contraintes cine´matiques,
celles-ci peuvent eˆtre exprime´es sous forme implicite
f(q¨, q˙,q) = 0
ou sous forme parame´trique
q¨ = f(q˙,q,u).
En introduisant la variable d’e´tat (ou vecteur d’e´tat) x = (q, q˙), il est pos-
sible d’exprimer les contraintes dynamiques en contraintes du premier ordre. Bien
que nous nous limitons aux contraintes du second ordre, d’une manie`re ge´ne´rale,
il est possible de ramener toute contrainte diffe´rentielle d’ordre quelconque au prix
de l’augmentation de la dimension de l’espace d’e´tat. Afin d’eˆtre inte´gre´ dans des
me´thodes de planification, le mode`le diffe´rentiel doit eˆtre pre´fe´rablement e´crit sous
forme parame´trique, ce qui dans l’espace d’e´tat nous me`ne a` l’e´quation de transition
d’e´tat
x˙ = f(x,u). (1.9)
1.1.6.3 Inte´gration de la dynamique dans les me´thodes a` e´chantillonnage
Les me´thodes a` e´chantillonnage telles que l’algorithme RRT que nous avons
pre´sente´es pour des proble`mes ge´ome´triques peuvent eˆtre e´tendues a` des proble`mes
diffe´rentiels. Pour cela, nous reprenons brie`vement les concepts fondamentaux de ces
me´thodes.
L’espace d’e´tat Contrairement aux proble`mes ge´ome´triques, l’espace de recherche
X n’est plus uniquement l’espace des configurations C mais l’espace d’e´tat. Comme
nous nous limitons au second ordre, cet espace est alors le fibre´ tangent de l’espace
des configurations, i.e. X = TC. Les concepts d’espace libre de collision Cfree et en
collision Cobs s’e´tendent naturellement sur l’espace d’e´tat. Les espaces correspondants
sont note´s Xfree et Xobs respectivement.
Espace des commandes En comple´ment de l’espace d’e´tat, l’inte´gration de mode`les
diffe´rentiels exprime´s sous forme parame´trique (1.9) implique la de´finition de l’es-
pace des commandes admissibles sur le syste`me. Pour chaque e´tat x, un ensemble de
commandes admissibles U(x) est de´fini, et l’union de ces ensembles de commandes
admissibles pour tous les e´tats x ∈ C forme l’espace des commandes admissibles U .
E´chantillonnage ale´atoire et planification locale Afin de maintenir la pro-
prie´te´ du biais de Voronoi sur l’espace d’e´tat X , il est ne´cessaire d’avoir une me´thode
permettant un e´chantillonnage ale´atoire uniforme de X . Selon le syste`me conside´re´,
plusieurs approches sont possibles :
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— le syste`me est de faible dimension ainsi que son espace des commandes, il est
alors possible de de´finir l’ensemble des primitives de mouvement qui garan-
tissent la comple´tude, ge´ne´ralement a` une re´solution pre`s. L’influence de ces
primitives, applique´es pendant un temps court, est calcule´e explicitement pour
chaque e´tat et il est possible de re´soudre le proble`me de planification locale
graˆce a` un assemblage de ces primitives ;
— une solution au proble`me de planification locale peut eˆtre calcule´e efficace-
ment, i.e. pour un e´tat initial xfrom et final xto, il est possible de de´terminer
rapidement une se´quence de commandes u˜ : [0, 1] → U tel que u˜(0) = xfrom
et u˜(1) = xto. Dans ce cas, il est possible d’e´chantillonner directement dans X
et de re´soudre le proble`me local afin de satisfaire le mode`le diffe´rentiel.
D’autres approches spe´cifiques a` certains contextes sont possibles, telles que celle
que nous pre´senterons pour la planification dynamique de tiges e´lastiques en Section
3.3. Dans le cas ou` le mode`le n’est pas connu, par exemple lors de l’utilisation d’un
simulateur externe en ”boˆıte noire” qui imple´mente la fonction de transition d’e´tat,
il est bien sur possible d’e´chantillonner sur l’espace des commandes U . Cependant,
cette approche ne fournit ge´ne´ralement pas un bon re´sultat car il n’y a aucune
garantie sur la qualite´ de l’exploration de Xfree.
Me´triques De meˆme que pour les espaces de configuration compose´s, les me´triques
sur l’espace d’e´tat peuvent eˆtre de´finies par une combinaison line´aire des distances
sur l’espace des positions et l’espace des vitesses, ge´ne´ralement bien de´finies inde´pen-
damment. Cependant, le choix des ponde´rations est alors empirique et de´pend du
cas conside´re´. Ge´ne´ralement, cette me´trique a une signification physique, telle que
l’e´nergie cine´tique, mais est difficile ou couˆteuse a` calculer.
Test de collision Les tests de collisions sont similaires a` ceux effectue´s dans
l’espace des configurations. Pour de meilleures performances, il est parfois possible
de calculer si un e´tat est en collision en dehors de crite`res purement ge´ome´triques.
En effet, un e´tat peut avoir une ge´ome´trie libre de collision, mais une vitesse et des
contraintes diffe´rentielles impliquant que quelles que soient les actions applique´es au
syste`me, son e´tat sera en collision dans un temps fini. L’ensemble de ces e´tats est
appele´ espace des e´tats en collision ine´vitable, note´ Xric. Cette approche permet de
meilleures performances de planification en de´finissant avec plus de pre´cision l’espace
libre Xfree, a` condition que Xric puisse eˆtre calcule´ efficacement.
But E´tant donne´ qu’il est parfois difficile d’atteindre un e´tat donne´ avec exacti-
tude, il est courant dans certains cas de conside´rer une re´gion but Xgoal au lieu d’un
e´tat but xgoal. Une re´gion but est ge´ne´ralement de´finie par une boule autour de qgoal
sur l’espace X muni d’une me´trique.
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Nous avons introduit dans cette section les fondements the´oriques lie´s a` la
proble´matique de la planification de mouvement. Nous avons vu que le proble`me
est difficile a` re´soudre et que les me´thodes a` e´chantillonnage offrent a` ce jour la
meilleure alternative dans le cas ge´ne´ral. Nous avons aussi pre´sente´ comment e´tendre
ce formalisme aux syste`mes pre´sentant des contraintes diffe´rentielles. Ceci nous per-
mettra d’aborder des syste`mes complexes tels que les tiges e´lastiques qui peuvent
eˆtre mode´lise´es graˆce a` des syste`mes diffe´rentiels comme nous allons le voir dans la
section suivante.
1.2 Me´canique des corps de´formables unidimensionnels
Dans les e´tudes d’assemblage de syste`mes complexes, la manipulation d’ob-
jets solides de´formables doit garantir leur non-de´te´rioration. Dans ce contexte, les
de´formations plastiques et la rupture ne doivent pas eˆtre atteintes et il convient
de se limiter au cadre des petites de´formations, i.e. de rester dans le domaine de
de´formation de l’e´lasticite´ line´aire. Dans cette the`se, nous limitons notre e´tude a`
la manipulation de tiges de´formables, c’est a` dire des solides e´lance´s dont une di-
mension est grande devant les deux autres. Cette spe´cificite´ ge´ome´trique permet de
simplifier l’e´tude des de´formations graˆce a` une mode´lisation unidimensionnelle face
a` la complexite´ de l’analyse tridimensionnelle.
De meˆme, les mate´riaux sont conside´re´s homoge`nes, i.e. les proprie´te´s du mate´riau
sont les meˆmes en tous points du corps. De plus, lorsque cela sera spe´cifie´, cer-
taines parties de cette e´tude admettront l’hypothe`se d’isotropie, i.e. les proprie´te´s
du mate´riau sont les meˆmes quelle que soit la direction conside´re´e dans le solide.
1.2.1 Notions de me´canique des milieux continus
La Me´canique des Milieux Continus (MMC) est un outil permettant en parti-
culier une analyse quantitative de la de´formation des solides. Elle offre plusieurs
mode`les de tiges e´lastiques. Elle est fonde´e sur l’hypothe`se que, au niveau de l’œil
humain, la matie`re pre´sente des caracte´ristiques continues et cette hypothe`se reste
valable tant que l’on reste dans le domaine des petites de´formations. En effet, les
phe´nome`nes de plasticite´ et de rupture s’expliquent en conside´rant l’e´chelle atomique
ou` la matie`re est constitue´e d’un ensemble discret de particules. Graˆce a` la MMC,
il est alors possible de caracte´riser la matie`re graˆce a` des fonctions continues au
sens mathe´matique du terme. Nous pre´sentons ici un tre`s bref rappel des notions
de me´canique des milieux continus qui seront utilise´es dans cette the`se. Le lecteur
pourra se re´fe´rer a` [Salenc¸on 05a, Salenc¸on 05b, Forest 10] pour une pre´sentation
plus comple`te et rigoureuse.
1.2.1.1 Description du milieu
Conside´rons un solide de´formable occupant un volume V0 a` l’instant initial t = 0.
Apre`s une de´formation Φ applique´e pendant un temps t, le volume V0 est de´forme´
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en un volume Vt et chaque point mate´riel occupe une nouvelle position dans l’espace.
Il est clair que chaque point mate´riel ne peut occuper qu’une seule position spatiale
et que inversement, chaque point spatial ne peut eˆtre occupe´ que par un seul point
mate´riel. La de´formation Φ, qui de´crit l’e´volution de chaque point mate´riel, est donc
une bijection. Intuitivement, elle est aussi diffe´rentiable ainsi que sa re´ciproque. For-
mellement, chaque point mate´riel ayant pour coordonne´es initiales P est susceptible
de se de´placer et l’e´volution de sa position spatiale p a` l’instant t est donne´e par le
diffe´omorphisme
p(P, t) = Φ (P, t) .
Comme l’application Φ entre les coordonne´es mate´rielles et spatiales est bijective,
il est possible de de´crire le mouvement par les variables spatiales p, dites variables
d’Euler, ou par les variables mate´rielles P, dites variables de Lagrange. Intuitive-
ment, la description Lagrangienne consiste a` suivre l’e´volution d’un point mate´riel
dans le temps, tandis que la description Eule´rienne consiste a` suivre l’e´volution
d’un point spatial dans le temps. Chaque repre´sentation trouve son application dans
chacune des branches de la MMC. Le point de vue lagrangien sera ge´ne´ralement
plus adapte´ pour la me´canique des solides tandis que l’on pre´fe´rera le point de vue
eule´rien pour la me´canique des fluides.
1.2.1.2 De´placements, de´formations et contraintes
De´placements Le vecteur de´placement u(P, t) du point mate´riel P a` l’instant t
est de´fini par
u(P, t) = p(P, t)−P.
On peut ainsi de´finir la vitesse et l’acce´le´ration de chaque particule par ~v = ~˙u et
~a = ~˙v respectivement.
Le tenseur des de´formations Le champ de vecteurs de´placements traduit le
mouvement de chacune des particules inde´pendamment. Par conse´quent, il ne permet
pas a` priori de distinguer une de´formation d’une transformation rigide comme une
rotation du corps. Pour cela, on introduit la notion de de´formation qui traduit l’al-
longement ou la variation angulaire relative. Du point de vue lagrangien, l’ensemble
des de´formations dans les trois directions en translation et orientation, exprime´es
par 6 coefficients inde´pendants, de´finit le tenseur syme´trique des de´formations de
Green-Lagrange E d’ordre 2 par
E(P, t) = 12
(
∂Φ(P, t)
∂P
T ∂Φ(P, t)
∂P − I
)
= 12
(
∂p(P, t)
∂P
T ∂p(P, t)
∂P − I
)
.
(1.10)
Comme
∂p
∂P =
∂u
∂P + I
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le tenseur des de´formations de Green-Lagrange peut eˆtre re´e´crit en fonction des
de´placements par
E = 12
(
∂u
∂P +
∂u
∂P
T
+ ∂u
∂P
T ∂u
∂P
)
. (1.11)
Du fait de l’hypothe`se de petites de´formations, il est courant de ne´gliger les
termes du second ordre dans l’expression du tenseur des de´formations en (1.11).
Cette line´arisation simplifie les calculs par la suite. On obtient alors le tenseur des
de´formations line´arise´
ε = 12
(
∂u
∂P +
∂u
∂P
T
)
. (1.12)
Notons aussi l’existence du tenseur des de´formations d’Euler-Almansi, correspon-
dant au point de vue eule´rien. En conside´rant l’hypothe`se des petites de´formations,
sa forme line´arise´ est e´gale a` celle retrouve´e en (1.12). Pour cette raison, le point de
vue conside´re´ n’importe pas et nous parlerons simplement du tenseur des de´formations
line´arise´ ε.
Le tenseur des contraintes La notion de contrainte correspond aux forces ex-
prime´es relativement a` une unite´ de surface, c’est a` dire aux efforts inte´rieurs entre
les surfaces du milieu. L’ensemble des contraintes exprime´es dans les six directions
en un point spatial p de´finit alors le tenseur syme´trique des contraintes σ d’ordre
2. E´tant donne´ une surface de normale unitaire n, le tenseur des contraintes σ(p)
nous donne le vecteur contrainte agissant sur cette surface par
T = σ : n
ou` : repre´sente le produit tensoriel contracte´.
Figure 1.6 – Illustration du vecteur contrainte T agissant sur une surface au point spatial
p et de ses composantes normale σn et tangentielle τt.
Comme illustre´ en Figure 1.6, ce vecteur donne une interpre´tation des efforts
inte´rieurs applique´s sur cette surface graˆce a` la de´composition
T = σn + τt
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ou` σ est le module de la composante normale et τ le module de la composante
tangentielle, i.e. le cisaillement. On peut alors distinguer les cas suivants :
— lorsque σ > 0 ou σ < 0, la surface est respectivement en traction ou compres-
sion ;
— lorsque τ = 0 et σ 6= 0, la surface est en traction ou compression pure ;
— lorsque σ = 0 et τ 6= 0 , la surface est en cisaillement pur.
Les lois re´gissant les liens entre contraintes et de´formations a` l’e´chelle globale
sont complexes et se re´partissent selon diffe´rents domaines de de´formations.
1.2.2 Domaines de de´formation
Les de´formations applique´es sur le solide induisent diffe´rents phe´nome`nes ca-
racte´risant les de´formations en trois domaines : l’e´lasticite´, la plasticite´ et la rup-
ture. Ceux-ci peuvent eˆtre identifie´s par l’e´volution des contraintes en fonction des
de´formations telle qu’illustre´e en Figure 1.7. Selon la nature du mate´riau, certains
domaines peuvent ne jamais eˆtre atteints. Par exemple, un mate´riau dit fragile aura
tendance a` atteindre la rupture sans passer par une phase de plasticite´. A l’inverse,
un mate´riau ductile passera par une phase de plastification avant rupture tel que
sur la courbe en Figure 1.7.
Figure 1.7 – Expression de la contrainte σ en fonction de la de´formation ε de´finissant une
loi de comportement d’un mate´riau ide´alise´.
1.2.2.1 De´formations re´versibles
L’e´lasticite´ est le domaine des de´formation re´versibles, i.e. le solide retrouve son
e´tat initial lorsqu’il n’est plus soumis a` des forces exte´rieures.
E´lasticite´ line´aire Lorsqu’un solide se de´forme, les relations entre contraintes et
de´formations applique´s en tout point de celui-ci sont de´finies par les lois de compor-
tement du mate´riau. Dans le cas de l’elasticite´ line´aire, la relation entre contraintes
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et de´formations est line´aire ce qui s’exprime graˆce a` la loi de Hooke par
σ = C : ε (1.13)
ou` C est le tenseur des rigidite´s d’ordre 4 et : est le double produit tensoriel contracte´.
Cependant, graˆce a` la syme´trie des tenseurs σ et ε, celui-ci est de´crit dans le cas le
plus ge´ne´ral par 21 coefficients inde´pendants. Afin d’alle´ger les calculs, il est alors
courant de noter ces tenseurs sous leur forme compacte
σ = C ε (1.14)
ou` σ, ε ∈ R6 et C ∈ R6×6.
Parame`tres d’e´lasticite´ line´aire dans le cas homoge`ne et isotrope Dans le
cas de l’e´lasticite´ line´aire isotrope, le tenseur des rigidite´s ne de´pend plus alors que
de deux coefficients. Il existe plusieurs conventions sur le choix de ceux-ci, comme
les coefficients de Poisson ν, de Lame´ λ et µ ainsi que les modules de Young E et
de cisaillement G. Afin de maintenir la cohe´rence avec le reste des travaux pre´sente´s
dans cette the`se, nous utiliserons le module de Young E et le module de cisaillement
G qui est e´gal au coefficient de Lame´ µ. Les formules de passage entre les diffe´rents
coefficients d’e´lasticite´ isotrope peuvent eˆtre trouve´es dans la plupart des ouvrages
traitant de l’e´lasticite´ line´aire. La loi de Hooke (1.13) se simplifie alors en
σ = 2Gε+ G(E − 2G)3G− E tr ε I (1.15)
avec λ le coefficient de Lame´ lie´ aux modules de Young E et de cisaillement G par
λ = G(E − 2G)3G− E .
La notation matricielle (1.14) devient
σ11
σ22
σ33
σ12
σ13
σ23

= G
E +G

4G+ E E E 0 0 0
E 4G+ E E 0 0 0
E E 4G+ E 0 0 0
0 0 0 E +G 0 0
0 0 0 0 E +G 0
0 0 0 0 E +G


ε11
ε22
ε33
2ε12
2ε13
2ε23

Lois de conservation et e´quations de Navier En tout point du solide de masse
volumique ρ sur lequel s’appliquent les forces exte´rieures f , la loi de conservation de
la quantite´ de mouvement est donne´e par
divσ = ρ (a − f) (1.16)
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ou` divσ est l’ope´rateur divergence du tenseur des contraintes σ et est ici donne´ par
(divσ)j =
3∑
j=1
∂σij
∂xj
En combinant les lois de comportement du mate´riau (1.15), les relations entre
de´formations et de´placements (1.12) et la loi de conservation (1.16), on obtient les
e´quations de Navier
(λ+G) grad div u +G∆u = ρ (a − f) (1.17)
ou` ∆u est le Laplacien de u et est e´gal a` div
(
grad u
)
.
En ge´ne´ral, les e´quations de Navier reliant les de´placements aux forces ne peuvent
eˆtre re´solues analytiquement. Pour cela, la mise en œuvre de me´thodes nume´riques
telles que les Me´thodes a` E´le´ments Finis est ne´cessaire (cf. Section 1.2.4.1).
E´nergie e´lastique L’e´tat de de´formation du solide sur son domaine Ω ge´ne`re une
e´nergie potentielle e´lastique qui est de´finie par
Eel =
∫
Ω
ε : C : εdΩ
ou` : est le produit tensoriel contracte´. Dans le cas homoge`ne isotrope, l’e´quation
(1.2.2.1) se re´duit en
Eel =
∫
Ω
EG
2(E +G) (tr ε)
2 +G tr ε2dΩ
E´lasticite´ non-line´aire Lorsque l’on sort du domaine des petites de´formations,
la phase d’e´lasticite´ line´aire est parfois suivie d’une phase d’e´lasticite´ non-line´aire.
La de´formation est toujours re´versible mais la loi de Hooke (1.13) n’est plus valable,
i.e. la relation liant contraintes et de´formations n’est plus line´aire.
1.2.2.2 De´formations irre´versibles
Bien qu’en dehors du cadre de cette the`se, nous allons introduire brie`vement les
phe´nome`nes qui interviennent dans le cas de grandes de´formations.
Plasticite´ Au dela` d’un seuil intrinse`que au mate´riau, la de´formation devient
irre´versible et est appele´e de´formation plastique. Le solide ne retrouve plus alors
entie`rement son e´tat de repos et une partie des de´formations restent applique´es.
Cela se traduit au niveau atomique par un re´arrangement des positions relatives des
atomes et la MMC n’est alors ge´ne´ralement plus un outil adapte´ a` la description de
ce phe´nome`ne.
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Rupture et fatique Pour des de´formations importantes, le mate´riau subit des
dislocations entre les plans atomiques et des fissures apparaissent. Les contraintes se
retrouvent alors concentre´es a` la base de ces fissures et il y a un risque de propagation
entraˆınant la rupture du solide. Lorsque des cycles de contraintes importantes sont
re´pe´te´s, l’apparition de fissures diminue la dure´e de vie du solide, i.e. son seuil de
tole´rance en contrainte avant rupture est abaisse´. On parle alors de fatigue.
1.2.3 Mode`les de tiges
Une tige est un corps e´lance´ ayant une dimension grande devant les deux autres.
Pour des tiges courbes telles que conside´re´es dans cette e´tude, le ratio envisage´ est
au minimum d’un ordre de grandeur. Telle qu’illustre´e en Figure 1.8, une tige de
Cosserat est entie`rement de´finie par une courbe parame´tre´e ϕ0 : [0, 1]→ R3 et par un
ensemble de repe`res mate´riels Λ : [0, 1]→ SO(3) associe´s en tout point de la courbe
ϕ0. Les sections A(t) ne sont pas explicitement repre´sente´es et sont de´crites graˆce
aux parame`tres d’e´lasticite´ de la tige. Les repe`res mate´riels Λ(t) = (~x(t), ~y(t), ~z(t))
sont des repe`res orthonorme´s directs de R3. La courbe ϕ0 doit eˆtre au moins de
classe C2 et est ge´ne´ralement appele´e fibre neutre. Chaque point de la fibre neutre
ϕ0(t) correspond au centre d’inertie de la section A(t). Enfin, l’orientation de la
section A(t) est de´finie par le repe`re Λ(t) de´fini pour tout point de la fibre neutre
ϕ0(t). Par convention l’axe ~x(t) est orthogonal a` la section A(t). Dans une tige de
Cosserat, chaque point mate´riel posse`de alors 6 degre´s de liberte´s.
Dans le cadre de nos travaux, en comple´ment de l’hypothe`se d’e´lasticite´ line´aire
et d’homoge´ne´ite´ du mate´riau, nous nous imposons les hypothe`ses suivantes :
— les sections restent planes sous l’effet des de´formations (hypothe`se de Navier-
Bernoulli) ;
— les sections sont de forme constante le long de la tige ;
— la tige n’est pas soumise aux phe´nome`nes de re´sonances lie´s aux vibrations.
Notons que nous parame´trons par de´faut la tige par le parame`tre t ∈ [0, 1],
de par les travaux existants base´s sur les similitudes avec des mode`les diffe´rentiels
temporels. Dans les rares cas ou une confusion avec le temps est possible, nous
utiliserons une autre parame´trisation et le lecteur en sera averti en de´but de section.
Il existe de nombreuses autres hypothe`ses simplificatrices des mode`les de tige.
Nous nous limitons aux deux mode`les les plus couramment rencontre´s et pre´sente´s
dans les sous-sections a` venir.
1.2.3.1 De´formations e´le´mentaires d’une tige
Comme illustre´ en Figure 1.9, une tige peut subir six de´formations e´le´mentaires,
lie´es aux forces et moments exerce´s en chaque point mate´riel que l’on peut classer
selon quatre types du fait de certaines syme´tries :
— les forces de traction ou compression, dirige´es selon l’axe ~x du point mate´riel ;
— les forces de cisaillement, dirige´es selon les axes ~y et ~z du point mate´riel ;
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Figure 1.8 – Description ge´ome´trique d’une tige par sa fibre neutre parame´tre´e ϕ0 et les
sections A de´finies en tout point de la fibre.
— les moments de torsion, dirige´s selon l’axe ~x du point mate´riel ;
— les moments de flexion, dirige´s selon les axes ~y et ~z du point mate´riel.
Figure 1.9 – Les quatre types de de´formations d’une tige : traction/compression le long de
l’axe ~x (en a), cisaillement selon les axes ~y et ~z (en b), flexion selon les axes ~y et ~z (en c) et
torsion autour de l’axe ~x (en d).
1.2.3.2 Tiges de Kirchhoff
L’hypothe`se de Bernoulli suppose que les sections restent orthogonales a` la fibre
neutre, ce qui revient a` ne´gliger les effets du cisaillement. Cette hypothe`se est valable
pour des sections suffisamment fines ou de tre`s petites de´formations. Chaque point
mate´riel perd alors 2 degre´s de liberte´. Le mode`le de la tige de Kirchhoff qui en
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re´sulte est e´quivalent au mode`le de poutre d’Euler-Bernouilli, e´tant donne´ nos hy-
pothe`ses. De plus, nous admettrons sauf mention contraire que les tiges de Kirchhoff
ne sont pas extensibles ce qui entraine la perte d’un degre´ de liberte´ supple´mentaire,
similairement au mode`le de poutre de Rayleigh.
Par conse´quent, dans le mode`le de tige de Kirchhoff que nous conside´rons dans
cette the`se, chaque point mate´riel de la tige n’a plus que 3 degre´s de liberte´ et ainsi
seules les de´formations de flexion et de torsion sont prises en compte. Le repe`re
mate´riel Λ(t) co¨ıncide alors avec le repe`re de Frenet.
1.2.3.3 Tiges de Timoshenko ou Cosserat
Le mode`le de tige de Timoshenko, aussi connu sous le nom de mode`le de Reissner-
Simo [Simo 85], n’impose pas l’orthogonalite´ des sections par rapport a` la fibre
neutre et inte`gre alors les de´formations de type cisaillement (cf. Figure 1.10).
Figure 1.10 – Tige de Kirchhoff ne conside´rant pas le cisaillement du fait de l’hypothe`se
d’orthogonalite´ des sections a` la fibre neutre (a` gauche) et tige de Timoshenko avec prise en
compte du cisaillement (a` droite).
Ce mode`le est particulie`rement adapte´ a` des poutres a` section non-ne´gligeable
ou pour de grandes de´formations. Le repe`re mate´riel Λ : [0, 1] → SO(3) doit eˆtre
de´fini en tout point de la fibre ϕ0 et l’axe ~x n’est alors plus ne´cessairement tangent a`
ϕ0. On obtient une description tridimensionnelle des de´formations en translation et
rotation et en ce sens, une tige de Timoshenko est e´quivalente a` une tige de Cosserat.
Ainsi, les six de´formations sont prises en compte par ce mode`le.
1.2.4 Me´thodes nume´riques pour la simulation dynamique de tiges
Les e´quations du mouvement de´crivant le comportement d’une tige e´lastique
obtenues depuis la MMC consistent ge´ne´ralement en E´quations aux De´rive´es Par-
tielles (EDP) ou E´quations Diffe´rentielles Ordinaires (EDO) telles que les e´quations
de Navier (1.17). Hormis dans certains cas particuliers, il est ge´ne´ralement impos-
sible d’en trouver des solutions analytiques et des me´thodes nume´riques sont alors
utilise´es pour les re´soudre. Une solution consiste a` utiliser des sche´mas d’inte´gration
nume´rique explicites tels que la me´thode d’Euler ou de Runge-Kutta. Bien que
simples a` mettre en œuvre, ces me´thodes ne sont pas adapte´es a` des syste`mes
d’e´quations diffe´rentielles pre´sentant de grands e´carts de sensibilite´ entre les diffe´rentes
e´quations. De telles e´quations sont dites raides. Le pas de discre´tisation ne´cessaire a`
l’inte´gration nume´rique est alors tre`s petit afin de garantir la stabilite´ de la re´solution
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et le couˆt de calcul rend ces me´thodes inefficaces. Dans ces cas, une alternative
consiste a` employer les Me´thodes a` E´le´ments Finis.
1.2.4.1 Me´thodes a` E´le´ments Finis
Les Me´thodes a` E´le´ments Finis forment l’outil le plus couramment utilise´ dans
l’inge´nierie afin de dimensionner diffe´rents types de pie`ces et structures. Plutoˆt que
de re´soudre les EDP sur le domaine global du solide et des conditions initiales
donne´es, le domaine est approxime´ par un nombre discret d’e´le´ments ge´ome´triques
de base. L’ensemble des e´le´ments joints entre eux par des nœuds forme un maillage.
Sur chacun de ces e´le´ments, les EDP sont line´arise´es sous forme d’un syste`me line´aire
calcule´ pour chaque nœud. La concate´nation de tous ces syste`mes line´arise´s et des
conditions aux limites globales forme alors un syste`me line´aire de grande dimen-
sion qui peut eˆtre re´solu graˆce aux me´thodes d’alge`bre line´aire. La solution ainsi
obtenue a` chaque nœud peut eˆtre utilise´e pour approximer la solution en tout point
du domaine par interpolation entre les diffe´rents nœuds, en ge´ne´ral graˆce aux fonc-
tions polynoˆmiales. Ces me´thodes sont ge´ne´ralement plus complexes a` mettre en
œuvre et s’ave`rent ge´ne´ralement couˆteuses en calcul. Cependant, leur proprie´te´ de
convergence, i.e. le fait que l’erreur nume´rique tend vers ze´ro lorsque la re´solution
du maillage tend vers ze´ro, offre une grande pre´cision.
1.2.4.2 Le moteur physique XDE
Dans le cadre de cette the`se, nous avons a` disposition le simulateur physique eX-
tended Dynamical Engine (XDE) [Merlhiot 12]. Celui-ci offre une simulation re´aliste
de la dynamique de syste`mes me´caniques poly-articule´s et des poutres de Timo-
shenko, base´es sur les Me´thodes a` E´le´ments Finis, avec des performances temps-re´el.
De plus, XDE est capable de ge´rer avec pre´cision les contacts non-lisses en tenant
compte de plusieurs mode`les de friction. Enfin, il permet l’interaction de corps graˆce
a` des me´canismes de couplages de type Proportionel-De´rive´ permettant d’asservir
un corps sur une position ou une vitesse donne´e. Ce simulateur sera utilise´ pour la
planification de mouvement en Section 3.3.
1.3 Planification de mouvement pour corps de´formables
Nous avons vu en Section 1.1 que le proble`me de la planification de mouve-
ment pour des corps rigides et des chaˆınes cine´matiques a e´te´ largement e´tudie´.
Son extension vers la prise en compte de syste`mes dynamiques est plus re´cente et
fait l’objet de nombreuses recherches actuelles. Cependant, relativement peu de tra-
vaux conside`rent les objets de´formables dans la formulation du proble`me. En dehors
du contexte de prototypage virtuel aborde´ dans cette the`se, ce proble`me trouve de
nombreuses autres applications en robotique comme par exemple en chirurgie fai-
blement invasive ou en animation graphique. L’inte´gration des de´formations a` la
formulation du proble`me de planification de mouvement implique deux difficulte´s
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majeures. Tout d’abord, la continuite´ des de´formations augmente radicalement la
dimension de l’espace des configurations et donc la complexite´. D’autre part, les
mode`les ge´ome´triques ou me´caniques qui de´finissent le comportement des parties
de´formables sont ge´ne´ralement tre`s couˆteux en terme de temps de calcul.
Trois cas se distinguent :
1. La planification d’objets de´formables dans un environnement rigide ;
2. La planification d’objets rigides dans un environnement de´formable ;
3. La planification d’objets de´formables dans un environnement de´formable ;
Dans cette the`se, nous nous focaliserons sur la planification d’objets de´formables
dans un environnement rigide. Pour le second sous-proble`me concernant la planifi-
cation d’objets rigides dans un environnement de´formable, nous re´fe´rons le lecteur
aux travaux de [Frank 08, Frank 11, Frank 13].
1.3.1 Approches ge´ome´triques
1.3.1.1 De´formations purement ge´ome´triques
Pour des de´formations simples, comme par exemple les homothe´ties de la ge´ome´trie
du solide, l’approche la plus intuitive consisterait a` utiliser une des me´thodes de
planification de mouvement pour la ge´ome´trie au repos du solide et a` autoriser
une pe´ne´tration dans les obstacles. Les travaux de [Bayazit 02] se basent sur cette
ide´e pour proposer un algorithme de planification de mouvement pour des objets
de´formables. Le principe est similaire aux algorithmes de planification de type dit
Lazy [Bohlin 01], a` savoir la ge´ne´ration de nœuds valides du graphe dans un premier
temps, potentiellement dans une phase hors ligne, puis la validation des chemins
locaux lors de la phase de requeˆte. Lors de la phase de ge´ne´ration de nœuds, les
configurations sont d’abord calcule´es en raisonnant dans l’espace des configurations
du corps a` l’e´tat non de´forme´. Si cette configuration est en collision, alors diffe´rents
niveaux de de´formations sont applique´s graduellement jusqu’a` que cette configura-
tion soit libre de collision ou que la de´formation maximale soit atteinte.
Cette me´thode a` pour principal inconve´nient de n’e´tendre que partiellement l’es-
pace des configurations aux de´formations, en de´crivant l’e´tat de de´formation par un
espace unidimensionnel. Le mode`le de de´formation est donc ici re´duit a` sa forme
la plus simple et n’offre aucun re´alisme physique vis a` vis des lois de me´caniques
re´gissant les de´formations de corps solides. En contrepartie, le couˆt de calcul des
de´formations est faible et cette approche offre de bonnes performances de planifi-
cation. Cette approche convient particulie`rement aux applications d’animation gra-
phique, mais le manque de re´alisme physique la rend inadapte´e a` une application en
robotique.
1.3.1.2 Manipulation quasi-statique
Pour la plupart des taˆches robotiques, l’hypothe`se de quasi-staticite´ est ge´ne´rale-
ment admissible. La the´orie de l’e´lasticite´ nous dit que lorsqu’un solide e´lastique est
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soumis a` des contraintes externes, il tend a` retrouver un e´tat dit d’e´quilibre stable
qui minimise localement son e´nergie e´lastique potentielle. Cette ide´e est exploite´e par
[Lamiraux 01] afin de calculer les configurations a` l’e´quilibre de solides de´formables
manipule´s par des pinces robotiques en minimisant l’e´nergie potentielle e´lastique.
Les prises de manipulation du solide sont fixes et par conse´quent le contact n’est pas
autorise´, en cohe´rence avec la formulation originelle du proble`me de planification
donne´e en De´finition 1.
Graˆce a` cette hypothe`se, il est possible de de´coupler la position du solide de son
e´tat de de´formation. L’espace des configurations est alors de la forme C = F ×D ou`
F ⊂ SE(3) de´finit la position du solide et D la configuration des m prises manipulant
le solide. La dimension de C, line´aire en m, est alors suffisamment faible pour une
application des me´thodes de planification a` e´chantillonnage.
Cependant, cette approche pre´sente quelques points de´licats. D’un point de vue
the´orique, la comple´tude n’est pas assure´e. Ceci est principalement duˆ au fait que
la relation entre l’espace des configurations des pinces et l’espace des configurations
du solide a` l’e´quilibre statique n’est pas bijective. En effet, pour un placement des
pinces donne´, il existe typiquement un nombre fini de configurations a` l’e´quilibre.
Meˆme si l’espace D est entie`rement explore´, certaines configurations a` l’e´quilibre ne
seront jamais atteintes.
Aussi, d’un point de vue pratique, les performances sont lourdement impacte´es
par le temps de calcul des configurations a` l’e´quilibre pour un placement des pinces
donne´. Ce sous-proble`me est re´solu par des me´thodes d’optimisation nume´rique
dont le temps de re´solution est important. Le de´couplage des configurations per-
met de re´duire cet impact en appliquant un e´tat de de´formation sur de multiples
positions de l’espace. Durant la planification locale, les configurations interpole´es
servent de conditions initiales pour un de´marrage a` chaud des me´thodes d’optimisa-
tion nume´rique. Cette me´thode peut cependant e´chouer au passage des singularite´s,
correspondant au points de bifurcation de l’e´tat de de´formation. [Moll 06] e´tend ces
travaux dans le cadre de tiges de Kirchhoff afin de re´duire le couˆt du processus
de recherche des minima locaux d’e´nergie e´lastique par l’utilisation de subdivisions
re´cursives.
Cette approche offre des applications en robotique graˆce a` la conside´ration des
mode`les me´caniques de de´formation, bien que limite´e au cadre de l’e´lasticite´ line´aire
homoge`ne isotrope et au cas quasi-statique. Son principal inconve´nient est le temps
de calcul des configurations d’e´quilibre pe´nalisant le temps de re´solution global.
Similairement, [Bretl 14] montre que les configurations a` l’e´quilibre statique
d’une tige e´lastique de Kirchhoff manipule´e par ses extre´mite´s forment une varie´te´ de
dimension 6 parame´tre´e par une carte globale. Contrairement a` l’approche pre´ce´dente,
la parame´trisation globale garantit la couverture de l’espace des configurations a`
l’e´quilibre D ainsi que la comple´tude probabiliste. Cette approche sera pre´sente´e en
de´tail dans le Chapitre 2 et des extensions de ces travaux seront expose´es dans le
Chapitre 3.
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1.3.2 Approches avec prise en compte de la dynamique
Une autre famille d’approches permet de tenir compte du mode`le dynamique
du de´formable, permettant de lier les forces applique´es sur celui-ci aux de´formations
graˆce aux me´thodes pre´sente´es en Section 1.1.6. En comple´ment d’une solution pure-
ment ge´ome´trique au proble`me de planification et tout comme les approches base´es
sur la manipulation quasi-statique, elles permettent de de´terminer la se´quence de
commandes, i.e. de forces et moments, a` appliquer en diffe´rents points d’actions sur
l’objet de´formable.
[Rodriguez 06] proposent une approche pour la planification d’objets de´formables
dans des environnements de´formables. Pour cela, ils utilisent un mode`le de de´formation
base´ sur des lois de conservation d’e´nergie et imple´mente´ via la Me´thodes des
E´le´ments Finis. L’algorithme de planification, extension du RRT aux mode`les dy-
namiques, se´lectionne ale´atoirement les forces qui sont applique´es sur leur mode`le
pour l’ensemble des objets de´formables afin d’en de´duire les de´placements corres-
pondants. Les performances de cette approche sont intimement lie´es au choix des
forces a` appliquer sur le solide, i.e. a` re´soudre le proble`me de planification locale
donnant la se´quence de commandes a` appliquer pour relier deux e´tats. Pour cela, en
comple´ment des forces se´lectionne´es ale´atoirement, les auteurs utilisent des forces
de´termine´es par interpolation pour attirer rapidement le solide vers l’e´tat final du
proble`me, similairement aux me´thodes de champs de potentiel. Ainsi, le solide force
son passage graˆce a` la capacite´ de de´formation de l’environnement, contournant les
proble`mes de minima locaux. Cette me´thode de se´lection des commandes n’est pas
adapte´e a` des environnements rigides.
1.3.2.1 Planification base´e sur un chemin guide
[Gayle 05a] inte`grent leur mode`le de de´formation base´ sur la conservation d’e´nergie
a` leur plateforme de planification pour un solide de´formable tridimensionnel. Leur
me´thode, base´e sur l’algorithme PRM, cre´e dans un premier temps un graphe de
l’espace libre en conside´rant un robot dont la ge´ome´trie consiste en un seul point. Ce
principe permet d’obtenir tre`s rapidement une solution approxime´e pour un robot
tre`s simple, appele´e chemin guide. Le chemin guide est alors simule´ avec leur mode`le
de de´formation afin d’atteindre le but. Cependant, l’utilisation d’un chemin guide
implique une perte de la comple´tude probabiliste car certaines solutions ne pouvant
eˆtre atteintes par l’approximation du robot point sont perdues. Les extensions a` des
de´formables unidimensionnels de type tige [Gayle 05b, Kabul 07] utilisent la meˆme
approche base´e sur un chemin guide et pre´sentent les meˆmes inconve´nients.
1.3.2.2 Planification dans l’espace topologique de la tige
Dans de nombreuses taˆches de manipulation de tiges e´lastiques telles que la
suture chirurgicale impliquant de nombreux nœuds, la conside´ration de la situation
topologique de la tige est plus approprie´e que la situation purement ge´ome´trique.
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[Saha 07] ont mis au point une approche de planification de mouvement pour des
tiges de´formables ou` l’espace de recherche consiste en l’espace topologique de la tige
tel que de´fini par la the´orie des nœuds. Leur algorithme de planification s’appuie
sur un mode`le dynamique de tige existant et se´lectionne ale´atoirement la commande
a` appliquer. Lorsqu’un nouvel e´tat topologique est proche d’eˆtre atteint, alors leur
approche permet d’ajouter de nouvelles prises statiques sur la tige. Ceci leur permet
de re´aliser des nœuds complexes et l’utilisation d’un mode`le physique leur facilite la
validation expe´rimentale sur un robot manipulateur.
1.4 Synthe`se
Au cours de ce chapitre, nous avons pre´sente´ les notions permettant d’aborder
notre proble´matique de planification de mouvement pour des tiges e´lastiques qui
se trouve a` la jonction de deux domaines distincts. D’une part, la planification de
mouvement est un domaine dore´navant largement e´tudie´ et qui be´ne´ficie de nom-
breux outils permettant de re´soudre le proble`me dans le cas de syste`mes me´caniques
compose´s d’objets rigides et en prenant en compte leur dynamique. D’autre part, la
Me´canique des Milieux Continus offre un formalisme mathe´matique permettant de
de´crire de fac¸on physiquement re´aliste les de´formations d’objets unidimensionnels
tels que des tiges e´lastiques dans le cadre de petites de´formations. Nous avons vu que
relativement peu de travaux ont aborde´ la proble´matique de planification de mouve-
ment pour des objets de´formables et notamment pour le cas d’objets unidimension-
nels, pourtant largement pre´sents dans les contextes applicatifs. Nos travaux vont
tenter d’apporter plusieurs approches a` ce proble`me en s’appuyant notamment sur
un cas particulier de l’e´tat de de´formation des tiges : les de´formations a` l’e´quilibre.
Comme nous allons le pre´senter en de´tail dans le chapitre suivant, ces de´formations
offrent de nombreuses proprie´te´s mathe´matiques qui peuvent eˆtre utilise´es efficace-
ment pour la planification de mouvement.
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Chapitre 2
Configurations a` l’e´quilibre
d’une tige e´lastique
Conside´rons une tige e´lastique manipule´e a` ses extre´mite´s, par exemple, par
des pinces robotiques. Pour des positions donne´es de ces pinces, la tige se stabilise
toujours dans une configuration dite a` l’e´quilibre. La caracte´risation de ces confi-
gurations est plus connue sous le nom de proble`me de l’e´lasticite´ d’Euler, du nom
de celui qui y apporta la premie`re solution comple`te. Ce proble`me a suscite´ l’at-
tention de nombreux autres grands mathe´maticiens tels que Galile´e et Bernoulli et
la premie`re formulation connue de ce proble`me remonte au 13e`me sie`cle. Pour une
e´tude exhaustive de l’histoire du proble`me de l’e´lasticite´ d’Euler, le lecteur pourra
se re´fe´rer a` [Levien 08].
Il existe diffe´rentes approches au proble`me de l’e´lasticite´ dont certaines seront
de´veloppe´es dans ce chapitre. La plus intuitive consiste certainement a` formuler
le proble`me graˆce aux e´quations d’e´quilibre des forces au sens me´canique tel que
pre´sente´ en Section 2.1. De plus, il est connu que cet e´quilibre est atteint aux minima
locaux de l’e´nergie potentielle e´lastique totale de la tige. Cette proprie´te´ permet une
reformulation de l’e´lasticite´ d’Euler en un proble`me de calcul variationnel tel que
pre´sente´ en Section 2.2. Enfin, il a e´te´ montre´ que les solutions a` ce proble`me sont
e´quivalentes aux solutions des inte´grales elliptiques. Nous proposerons ainsi une
formulation des solutions analytiques au proble`me graˆce aux fonctions elliptiques
de Jacobi et de leurs inte´grales en Section 2.3. Nous montrerons ensuite comment
l’utilisation de ces formes analytiques peut permettre de re´soudre efficacement le
proble`me de ge´ome´trie inverse pour des tiges e´lastiques a` l’e´quilibre en Section 2.4.
Tout au long de ce chapitre, nous verrons sous quelles conditions il est possible
de manipuler une tige e´lastique de fac¸on quasi-statique, c’est a` dire que pour une
manipulation a` vitesse infinite´simale la tige reste a` l’e´quilibre statique. Dans ces
configurations particulie`res, nous allons voir que le syste`me de´crivant le comporte-
ment de la tige e´lastique posse`de des proprie´te´s inte´ressantes pour une application
en planification de mouvement qui sera pre´sente´e au Chapitre 3.
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2.1 E´tude de l’e´quilibre d’une tige de Kirchhoff
Dans un premier temps, nous allons aborder le proble`me d’e´quilibre statique
d’une tige e´lastique de Kirchhoff graˆce aux e´quations d’e´quilibre de´finies par les
lois de la me´canique. Nous verrons qu’il est possible d’obtenir de cette analyse les
e´quations re´gissant l’e´volution des efforts internes le long de la tige, re´sultat qui
constitue un e´le´ment central de ce chapitre et qui sera de´montre´ par la suite via
diffe´rentes approches.
2.1.1 Mode`le ge´ome´trique
Conside´rons l’e´quilibre statique d’une tige e´lastique de Kirchhoff, naturellement
droite, maintenue a` ses extre´mite´s. Nous supposons que la tige est de longueur
unitaire. En conside´rant t ∈ [0, 1] l’abscisse curviligne le long de la fibre neutre de la
tige, la position 6D de la tige est de´crite par l’application continue q : [0, 1]→ SE(3)
telle que
q˙ = q
( 3∑
i=1
uiXi +X4
)
(2.1)
ou`
X1 =
[ 0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0
]
X2 =
[ 0 0 1 0
0 0 0 0−1 0 0 0
0 0 0 0
]
X3 =
[ 0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
]
X4 =
[ 0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
]
X5 =
[ 0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
]
X6 =
[ 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
]
est une base de se(3), l’alge`bre de Lie associe´e a` SE(3). Les commandes u : [0, 1]→
R3 de´crivent les de´formations avec u1 la de´formation en torsion et u2,3 les de´formations
en flexion. De plus, sans restreindre la ge´ne´ralite´, nous supposons dans un premier
temps que la position de la base de la tige est a` l’identite´, i.e. q(0) = e. L’autre
extre´mite´ de la tige est a` une position donne´e q(1) dont l’ensemble des possibilite´s
forme l’espace B ⊂ SE(3). Les positions de la fibre neutre de la tige q(t) ∈ SE(3)
peuvent s’e´crire sous la forme matricielle
q =
(
R p
0 1
)
avec R(t) matrice de rotation du groupe de Lie SO(3), i.e. R−1(t) = RT (t). On
peut montrer facilement que
q−1 =
(
RT −RTp
0 1
)
Les e´le´ments de l’espace tangent q˙(t) ∈ TqSE(3) peuvent alors s’e´crire sous la
forme
q˙ =
(
R˙ p˙
0 0
)
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La trivialisation a` gauche q−1q˙ ∈ se(3), permettant de ramener les e´le´ments de
l’espace tangent TqSE(3) a` l’alge`bre de Lie se(3), s’e´crit alors sous la forme
q−1q˙ =
(
RT R˙ RT p˙
0 0
)
(2.2)
Or, d’apre`s le mode`le de tige donne´ en (2.1), on a
q−1q˙ =
3∑
i=1
uiXi +X4
=
(
uˆ e1
0 0
) (2.3)
avec
uˆ =
 0 −u3 u2u3 0 −u1
−u2 u1 0
 ∈ so(3) et e1 =
10
0
 ∈ R(3)
En identifiant (2.2) et (2.3), on obtient finalement
RT R˙ = uˆ
RT p˙ = e1
(2.4)
2.1.2 E´quations d’e´quilibre statique
2.1.2.1 Dans le cas ge´ne´ral
Figure 2.1 – Tige e´lastique se´pare´e en trois parties : Σ1 a` gauche, Σ2 a` droite et la partie
infinite´simale ∆Σ a` la jonction de Σ1 et Σ2. Le bilan des forces a` l’e´quilibre est donne´ en
conside´rant les forces a` la position t et t+ ∆t de la tige, avec ∆t qui tend vers ze´ro.
Conside´rons a` pre´sent la portion infinite´simale ∆Σ de la tige telle qu’illustre´ en
Figure 2.1. La partie Σ1 situe´e avant Ot cre´e sur ∆Σ un torseur d’ efforts ayant pour
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e´le´ments de re´duction en Ot
τ 1 (Ot) =
(
mt (Ot)
ft
)
ou` mt(Ot) est le moment a` la position t par rapport a` Ot et ft est la force a` la
position t. La partie Σ2 situe´e apre`s Ot+∆t cre´e sur ∆Σ un torseur d’efforts ayant
pour e´le´ments de re´duction en Ot+∆t
τ 2 (Ot+∆t) =
(
−mt+∆t (Ot+∆t)
−ft+∆t
)
qui peuvent eˆtre re´duit en Ot
τ 2 (Ot) =
(
−mt+∆t (Ot+∆t)− (pt+∆t − pt)× ft+∆t
−ft+∆t
)
Comme cette portion ∆Σ est en e´quilibre, la somme des e´le´ments de re´duction
en Ot est nulle, i.e. τ 1 (Ot) + τ 2 (Ot) = 0, donc,
mt (Ot) = mt+∆t (Ot+∆t) + (pt+∆t − pt)× ft+∆t (2.5a)
ft = ft+∆t (2.5b)
Lorsque ∆t est petit, (2.5b) et (2.5a) conduisent a`
mt (Ot) ≈mt+∆t (Ot+∆t) + ∆txt × ft (2.6)
Or, les expressions des forces ft+∆t et des moments mt+∆t(Ot+∆t) dans le repe`re Rt
depuis leur expression dans le repe`re Rt+∆t sont donne´es par les e´quations respec-
tives
{ft+∆t}Rt = RTt Rt+∆t{ft+∆t}Rt+∆t (2.7a)
{mt+∆t (Ot+∆t)}Rt = RTt Rt+∆t{mt+∆t (Ot+∆t)}Rt+∆t (2.7b)
. Lorsque ∆t est petit, on de´duit de (2.5b) et (2.7a)
{ft}Rt = {ft+∆t}Rt
≈ RTt
(
Rt + ∆t R˙t
) (
{ft}Rt + ∆t {f˙t}Rt
)
≈ {ft}Rt + ∆t
(
RTt R˙t{ft}Rt + {f˙t}Rt
) (2.8)
Soit
{f˙t}Rt = −RTt R˙t{ft}Rt
= −uˆ{ft}Rt
(2.9)
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De meˆme, des e´quations (2.6) et (2.7b) on a
{mt (Ot)}Rt ≈ RTt
(
Rt + ∆t R˙t
) (
{mt (Ot)}Rt + ∆t {m˙t (Ot)}Rt
)
+ ∆t xˆ{ft}Rt
≈ {mt (Ot)}Rt + ∆t
(
RTt R˙t{mt (Ot)}Rt + xˆ{ft}Rt + {m˙t (Ot)}Rt
)
(2.10)
Soit
{m˙t (Ot)}Rt = −RTt R˙t{mt (Ot)}Rt − xˆ{ft}Rt
= −uˆ{mt (Ot)}Rt − xˆ{ft}Rt
(2.11)
avec
xˆ = eˆ1 =
0 0 00 0 −1
0 1 0

Posons les coordonne´es des efforts internes dans leur repe`re local par
{mt (Ot)}Rt =
µ1(t)µ2(t)
µ3(t)
 et {ft}Rt =
µ4(t)µ5(t)
µ6(t)
 ,
les e´quations diffe´rentielles de l’e´quilibre peuvent s’e´crire sous la forme du syste`me
diffe´rentiel suivant
µ˙1 = u3µ2 − u2µ3
µ˙2 = −u3µ1 + u1µ3 + µ6
µ˙3 = u2µ1 − u1µ2 − µ5
µ˙4 = u3µ5 − u2µ6
µ˙5 = −u3µ4 + u1µ6
µ˙6 = u2µ4 − u1µ5
(2.12)
Les de´formations ui sont relie´s aux efforts internes µi graˆce a` la loi de Hooke par la
relation
µi = ciui ∀i ∈ {1, 2, 3}
ou` les constantes ci, i = {1, 2, 3} repre´sentent les coefficients de rigidite´ du mate´riau.
2.1.2.2 Dans le cas inte´grable
Conside´rons a` pre´sent le cas de la tige ayant une rigidite´ isotrope en flexion,
i.e. c2 = c3. Physiquement, cela correspondrait par exemple au cas d’une tige ho-
moge`ne isotrope avec une section circulaire. Sans perte de ge´ne´ralite´, normalisons
ces constantes de raideurs avec c2 = c3 = 1 et c1 6= 0. Si de plus, nous supposons
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que c1 = 1, le syste`me diffe´rentiel (2.12) se re´duit alors en
µ˙1 = 0
µ˙2 = µ6
µ˙3 = −µ5
µ˙4 = µ3µ5 − µ2µ6
µ˙5 = −µ3µ4 + a1µ6
µ˙6 = µ2µ4 − a1µ5
(2.13)
avec a = µ(0) et µ = (µ1 . . . µ6)T . Ainsi, on note a = (a1 . . . a6)T .
De plus, [Biggs 07] montre que la courbure κ et la torsion τ en tout point de la
tige peuvent alors eˆtre exprime´es par
κ2 = µ22 + µ23 τ = µ1 −
µ2µ5 + µ3µ6
µ22 + µ23
.
Dans ce cas, les e´quations (2.12) re´gissant l’e´volution des efforts internes dans la tige
peuvent eˆtre reformule´es en fonction de la courbure et de la torsion par
2κ¨+ κ3 − 2κ (τ − λ1)2 = λ2κ (2.14a)
κ2 (τ − λ1) = λ3 (2.14b)
avec
λ1 =
a1
2
λ2 = a22 + a23 + 2a4 −
a21
2
λ3 =
a1
2 (a
2
2 + a23)− (a2a5 + a3a6) .
(2.15)
Notons que le cas planaire peut-eˆtre traite´ comme un cas particulier ou` la torsion
τ est nulle. Le syste`me d’e´quations (2.14) se re´duit alors a`
2κ¨+ κ3 = (a23 + 2a4)κ (2.16)
Les e´quations (2.14) sont un e´le´ment central de ce chapitre. Elles correspondent
aux re´sultats obtenus par une approche lagrangienne telle que [Langer 96]. Nous
pre´senterons la de´monstration de ce re´sultat via une approche hamiltonienne en
Section 2.2. D’autre part, nous montrerons en Section 2.3 leur inte´gration permettant
d’obtenir les solutions analytiques au proble`me d’e´quilibre statique.
2.2 L’approche par commande optimale
Dans cette section, nous formulons le proble`me d’e´quilibre statique comme un
proble`me de commande optimale ou` l’on recherche les trajectoires de´crites par la
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fibre neutre de la tige qui minimisent l’e´nergie e´lastique totale, i.e. les de´formations
inte´gre´es le long de la tige. Pour cela, nous nous appuyons essentiellement sur les
travaux de [Biggs 07] et [Bretl 14]. Nous illustrons d’abord le concept sur une tige
dans le cas planaire. Ceci nous permet de ramener l’espace des configurations de
la tige a` un espace vectoriel et simplifie alors grandement l’approche. Nous verrons
ensuite l’extension a` des tiges tridimensionnelles de type Kirchhoff dont l’espace
des configurations est une varie´te´ diffe´rentielle et enfin l’une de nos contributions
permettant l’extension a` des tiges de type Timoshenko.
2.2.1 Principe du Maximum de Pontryagin
Nous rappelons ici brie`vement le Principe du Maximum de Pontryagin (PMP)
[Pontryagin 87] pour les proble`mes de commande optimale aux conditions aux li-
mites fixes. Pour plus de de´tail, le lecteur pourra se re´fe´rer a` [Liberzon 12, Soueres 98].
Soit le proble`me de commande optimale de´fini sur Rn aux conditions aux limites
fixes sous la forme
minimize
q,u
∫ 1
0
L(q, u)dt
subject to q˙ = f(q, u)
q(0) = q0, q(1) = q1
(2.17)
avec q ∈ Rn l’e´tat du syste`me, u ∈ U les commandes, L : Rn×U → R est la fonction
de couˆt (stationnaire), f : Rn×U → Rn le mode`le diffe´rentiel et enfin q0 ,q1 ∈ Rn les
conditions aux limites aux temps t = 0 et t = 1 respectivement. Alors, le Principe du
Maximum de Pontryagin nous donne les conditions ne´cessaires d’optimalite´ globale
au proble`me de commande optimale (2.17).
The´ore`me 1 (Principe du Maximum pour des proble`mes de commande optimale
sur Rn aux conditions aux limites fixes). Soit u∗ : [0, 1]→ U la commande optimale
et q∗ : [0, 1] → Rn la trajectoire optimale de l’e´tat. Il existe alors une fonction
p∗ : [0, 1] → Rn et une constante p0 ≤ 0 qui satisfont (p0,p∗(t)) 6= (0,0) ∀t ∈ [0, 1]
et qui posse`dent les proprie´te´s suivantes :
1. q∗ et p∗ satisfont les e´quations canoniques
q˙∗ = ∇pH(q∗, u∗,p∗, p0)
p˙∗ = −∇qH(q∗, u∗,p∗, p0)
(2.18)
avec les conditions aux limites q∗(0) = q(0) et q∗(1) = q(1) et ou` l’hamilton-
nien H : Rn × U × Rn × R→ R est de´fini par
H(q, u,p, p0) , 〈p, f(q, u)〉+ p0L(q, u) . (2.19)
2. A chaque instant t donne´, la fonction u 7→ H(q∗(t), u,p∗(t), p0) a un maximum
global en u = u∗(t), i.e. l’ine´galite´
H(q∗(t), u∗(t),p∗(t), p0) ≥ H(q∗(t), u,p∗(t), p0) (2.20)
est vraie pour tout t ∈ [0, 1] et pour tout u ∈ U .
CHAPITRE 2. CONFIGURATIONS A` L’E´QUILIBRE D’UNE TIGE
E´LASTIQUE 40
3.
H(q∗(t), u∗(t),p∗(t), p0) = 0 (2.21)
pour tout t ∈ [0, 1].
Notons que la variable p(t) est ge´ne´ralement nomme´e e´tat adjoint. De plus, il est
ne´cessaire de distinguer le cas dit anormal ou` p0 = 0 du cas dit normal ou` p0 < 0.
En pratique, dans le cas normal les e´tats adjoints (p0,p∗(t)) sont normalise´s de sorte
que p0 = −1.
Nous allons a` pre´sent pouvoir appliquer le PMP tel que pre´sente´ au proble`me
d’e´quilibre statique d’une tige e´lastique planaire.
2.2.2 Application au cas de la tige planaire
Nous conside´rons une tige e´lastique planaire et nous admettons comme pour
le reste de cette the`se l’hypothe`se d’e´lasticite´ line´aire. Sans perte de ge´ne´ralite´, la
tige est suppose´e de longueur unitaire et inextensible. De plus, nous faisons l’hy-
pothe`se que sa configuration au repos, i.e. lorsque aucune force n’est applique´e sur
les manipulateurs, est la configuration droite.
2.2.2.1 Formulation du proble`me de commande optimale
La ge´ome´trie de la fibre neutre peut eˆtre de´crite par l’application
q : [0, 1]→ R3
ou` (q1, q2) sont les coordonne´es en x et y et q3 est l’angle tangent a` la fibre neutre (cf.
Figure 2.2). Notons que les coordonne´es q sont syste´matiquement exprime´es dans le
repe`re de la base de la tige et que pour cela, nous supposerons que q(0) = 0.
La ge´ome´trie de la tige doit aussi satisfaire le mode`le diffe´rentiel
q˙1 = cos q3
q˙2 = sin q3
q˙3 = u
qui est identique au mode`le diffe´rentiel du monocycle vu en Section 1.1.6. La com-
mande u ∈ U ⊂ R repre´sente alors la de´formation de la tige par la variation de
l’angle tangent a` la fibre q3, i.e. la courbure de la fibre neutre. E´tant donne´ cette
description ge´ome´trique et l’hypothe`se de l’e´lasticite´ line´aire impliquant des petites
de´formations u, il est possible d’exprimer l’e´nergie e´lastique potentielle totale de la
tige de´finie en (1.2.2.1) par
Eel =
∫ 1
0
cu2dt
ou` c est la constante de raideur.
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Figure 2.2 – Illustration de la description ge´ome´trique de la fibre neutre de la tige planaire
par q(t) ∈ R3.
Le proble`me d’e´quilibre statique de la tige peut alors eˆtre reformule´ comme un
proble`me de commande optimale de la forme vue en (2.17) par
minimize
q,u
1
2
∫ 1
0
cu2 dt
subject to q˙ =
cos q3sin q3
u

q(0) = 0, q(1) = b
(2.22)
pour b ∈ B ⊂ SE(3), l’ensemble des positions accessibles de l’extre´mite´ en t = 1 de
la tige.
2.2.2.2 Conditions ne´cessaires d’optimalite´ par application du PMP
Par application du PMP, il est possible d’identifier les conditions ne´cessaires de
la commande optimale u∗ satisfaisant (2.22). Ainsi, si (q∗, u∗) est un optimum local,
alors il existe une trajectoire adjointe optimale
p∗ : [0, 1]→ R3
et une constante p0 ≤ 0 qui satisfont les conditions (2.18), (2.20) et (2.21). L’hamil-
tonnien tel que de´fini en (2.19) s’e´crit alors ici sous la forme
H(q, u,p, p0) = 〈p, q˙〉+ p0 12cu
2
= p1 cos q3 + p2 sin q3 + p3u+ p0
1
2cu
2
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Quel que soit p0 ≤ 0, la condition (2.18) devient
q˙1 = cos q3
q˙2 = sin q3
q˙3 = u
p˙1 = 0
p˙2 = 0
p˙3 = p1 sin q3 − p2 cos q3
(2.23)
Il convient a` pre´sent de discerner le cas anormal du cas normal. La condition
(2.20) nous dit que
∂H(q∗, u∗,p∗, p0)
∂u
= 0 . (2.24)
Dans le cas anormal ou` p0 = 0, (2.24) me`ne a`
p3 = 0
donc p˙3 est constant. Comme p1 et p2 sont constants, il est clair que q3 est aussi
constant. Du fait de la condition initiale q3(0) = 0, alors q3(t) = 0. Le cas anormal
correspond physiquement au cas ou` la tige est en configuration droite, c’est a` dire
son e´tat de repos. Dans le cas normal avec p0 = −1, (2.24) me`ne a`
p3 = cu (2.25)
On peut de´duire des e´quations (2.24) et (2.25) que les trajectoires (q∗, u∗) et p∗
sont entie`rement de´termine´es par les conditions initiales de l’e´tat adjoint p(0). En
d’autres termes, l’ensemble des configurations a` l’e´quilibre d’une tige e´lastique pla-
naire est parame´tre´ par un sous-ensemble de R3 qui correspond a` l’ensemble des
conditions initiales de l’e´tat adjoint p(0). Cependant, nous avons jusqu’a` pre´sent
ve´rifie´ uniquement les conditions ne´cessaires d’optimalite´ et mis de coˆte´ les condi-
tions suffisantes. Ces dernie`res sont pre´sente´es dans les sections suivantes.
2.2.2.3 Interpre´tation physique
Dans le cas de la tige planaire, l’e´tat adjoint p(t) peut eˆtre interpre´te´ comme les
efforts internes le long de la tige exprime´s dans le repe`re global, i.e. par rapport a`
la configuration de la base de la tige q(0). Soient µ : [0, 1]→ R3 les efforts internes
exprime´s dans le repe`re local, ceux-ci sont de´finis par
µ(t) =
 cos q3(t) sin q3(t) 0− sin q3(t) cos q3(t) 0
0 0 1
p(t) (2.26)
En de´rivant µ par rapport a` t dans (2.26) et e´tant donne´ (2.23), on obtient
µ˙1 = u (p2 cos q3 − p1 sin q3)
µ˙2 = −u (p1 cos q3 + p2 sin q3)
µ˙3 = p˙3
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soit
µ˙1 = uµ2
µ˙2 = −uµ1
µ˙3 = −µ2 .
(2.27)
Nous retrouvons le re´sultat (2.12) obtenu par une approche classique de me´canique
en 3D en traitant le cas planaire comme un cas particulier. Notons que dans notre
approche du cas planaire, µ1 et µ2 repre´sentent les forces internes en x et y, ce qui
correspond aux variables µ4 et µ5 respectivement dans le syste`me (2.12). De meˆme
pour le moment µ3 qui dans le cas planaire correspond a` la variable µ1 dans notre
traitement du cas 3D. Des re´sultats illustrant des configurations a` l’e´quilibre d’une
tige planaire seront pre´sente´s en Section 2.3.
2.2.3 Cas d’une tige tridimensionnelle de Kirchhoff
Nous e´tendons le formalisme de la commande optimale aux tiges tridimension-
nelles de Kirchhoff dont nous avons pre´sente´ le mode`le ge´ome´trique et une e´tude de
l’e´quilibre par une approche classique en Section 2.1.
2.2.3.1 Formulation du proble`me
L’hypothe`se du mode`le de Kirchhoff nous permet de de´finir l’e´nergie potentielle
e´lastique de la tige par
Eel =
1
2
∫ 1
0
3∑
i=1
ciu
2
i dt (2.28)
ou` ci > 0, , i = {1, 2, 3} repre´sentent les constantes de raideurs.
La ge´ome´trie de la tige est alors de´crite par des positions 6D qui sont des e´le´ments
du groupe de Lie SE(3). Le proble`me de commande optimale correspondant doit
alors eˆtre e´tendu a` une formulation sur des varie´te´s diffe´rentielles. Ainsi, la tige
e´lastique est a` l’e´quilibre statique si elle minimise localement son e´nergie potentielle
e´lastique, c’est a` dire si (q,u) est un optimum local du proble`me de commande
optimale
minimize
q,u
1
2
∫ 1
0
3∑
i=1
ciu
2
i dt
subject to q˙ = q
( 3∑
i=1
uiXi +X4
)
q(0) = e, q(1) = b
(2.29)
ou` e est l’e´le´ment identite´ de SE(3) et b ∈ B avec B ⊂ SE(3) l’ensemble des positions
6D accessibles par l’extre´mite´ de la tige. Les matrices Xi , i = {1, . . . , 6} de´finies en
(2.2) forment une base de l’alge`bre de Lie se(3).
Il est alors possible d’obtenir les conditions ne´cessaires d’optimalite´ pour le
proble`me (2.29) en appliquant le PMP e´tendu aux varie´te´s diffe´rentielles. Nous ne
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de´taillerons pas ce the´ore`me ici mais nous invitons le lecteur inte´resse´ a` consulter
[Liberzon 12, Agrachev 04]. De meˆme, l’obtention des conditions suffisantes d’op-
timalite´ ne´cessite l’introduction de nombreux fondements the´oriques de ge´ome´trie
diffe´rentielle tel que la re´duction de Lie-Poisson [Marsden 13, Renaud 15]. Dans cette
section, nous allons brie`vement re´sumer les re´sultats obtenus par [Bretl 14] pour une
tige de Kirchhoff, qui constituent un des e´le´ments centraux sur lesquels s’appuient
les travaux de cette the`se.
2.2.3.2 Conditions ne´cessaires d’optimalite´
L’application du PMP e´tendu aux varie´te´ diffe´rentielles et l’application de la
re´duction de Lie-Poisson nous donne les conditions ne´cessaires d’optimalite´ du proble`me
de commande optimale (2.29) suivantes :
The´ore`me 2 (Conditions ne´cessaires d’optimalite´ re´duites). Soit l’espace
A = {a ∈ R6 | (a2, a3, a5, a6) 6= (0, 0, 0, 0)} .
Une trajectoire (q,u) est un extremum normal de 2.29 si et seulement si il existe la
trajectoire adjointe µ : [0, 1]→ R6 satisfaisant
µ˙1 = u3µ2 − u2µ3
µ˙2 = µ6 + u1µ3 − u3µ1
µ˙3 = −µ5 + u2µ1 − u1µ2
µ˙4 = u3µ5 − u2µ6
µ˙5 = u1µ6 − u3µ4
µ˙6 = u2µ4 − u1µ5
(2.30)
ui = c−1i µi pour i = 1, 2, 3 (2.31)
q˙ = q
( 3∑
i=1
uiXi +X4
)
(2.32)
avec la condition initiale µ(0) = a pour a ∈ A.
Il est inte´ressant de souligner que le The´ore`me 2 nous permet de retrouver le
syste`me diffe´rentiel des efforts internes le long de la tige (2.12) que nous avions
obtenu par une approche classique en Section 2.1. En d’autres termes, la trajectoire
adjointe µ peut alors eˆtre interpre´te´e comme les efforts internes le long de la tige.
Soit Q l’ensemble des applications (q,u) : [0, 1] → SE(3) × R3 qui satisfont
les conditions ne´cessaires d’optimalite´. Alors tout (q,u) ∈ Q est entie`rement de´fini
par le choix de a ∈ A, tout comme la trajectoire adjointe correspondante µ. Nous
noterons les applications correspondantes par Ψ(a) = (q,u). Notons que l’on peut
en de´duire que Ψ : A → Q est un home´omorphisme (cf. Lemme 4 de [Bretl 14]).
Ainsi, l’ensemble Q est une varie´te´ diffe´rentielle de dimension 6 qui peut eˆtre pa-
rame´tre´e par un atlas muni de l’unique carte (Q,Ψ−1) et dont A est l’ensemble des
coordonne´es.
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2.2.3.3 Conditions suffisantes d’optimalite´
Les conditions ne´cessaires (2.30), (2.31) et (2.32) nous ont donne´ l’ensemble des
extrema (q,u) ∈ C du proble`me de commande optimale (2.29). Soient les constantes
cij de´finies par cij = c−1i −c−1j et les matrices M : [0, 1]×A → R6×6 et J : [0, 1]×A →
R6×6. Les conditions suffisantes d’optimalite´ re´duites, obtenues graˆce a` la the´orie des
points conjugue´s dans les proble`mes de commande optimale [Agrachev 04], sont alors
donne´es par le The´ore`me 3.
The´ore`me 3 (Conditions suffisantes d’optimalite´ re´duites). Soient les matrices
F =

0 µ3c32 µ2c32 0 0 0
µ3c13 0 µ1c13 0 0 1
µ2c21 µ1c21 0 0 −1 0
0 −µ6/c2 µ5/c3 0 µ3/c3 −µ2/c2
µ6/c1 0 −µ4/c3 −µ3/c3 0 µ1/c1
−µ5/c1 µ4/c2 0 µ2/c2 −µ1/c1 0

G = diag(c−11 , c−12 , c−13 , 0, 0, 0)
H =

0 µ3/c3 −µ2/c2 0 0 0
−µ3/c3 0 µ1/c1 0 0 0
µ2/c2 −µ1/c1 0 0 0 0
0 0 0 0 µ3/c3 −µ2/c2
0 0 1 −µ3/c3 0 µ1/c1
0 −1 0 µ2/c2 −µ1/c1 0

.
Soit le syste`me diffe´rentiel line´aire instationnaire
M˙ = FM
J˙ = GM + HJ
(2.33)
ayant pour conditions initiales M(0,a) = I et J(0,a) = 0. Alors (q,u) est un opti-
mum local du proble`me de commande optimale (2.29) si et seulement si det (J(t,a)) 6= 0
pour tout t ∈ (0, 1].
Il est possible d’interpre´ter physiquement les matrices M et J de´finies au The´ore`me
3. La matrice M(t,a) de´crit les variations des efforts internes µ(t) par rapport aux
conditions initiales a, i.e.
[M(t,a)]ij =
∂µi(t)
∂aj
.
La matrice J(t,a), nomme´e matrice jacobienne par la suite, de´crit les variations de
la ge´ome´trie q(t) par rapport aux conditions initiales a dans le repe`re local, i.e.
[J(t,a)]ij =
[
q(t,a)−1∂q(t,a)
∂aj
]
i
ˇ .
CHAPITRE 2. CONFIGURATIONS A` L’E´QUILIBRE D’UNE TIGE
E´LASTIQUE 46
L’ope´rateur .ˇ, ope´rateur re´ciproque de l’ope´rateur .ˆ tel que de´fini dans [Murray 94],
donne une repre´sentation vectorielle d’une matrice antisyme´trique. On a Wˇ = w
tel que la matrice W ∈ Rn×n est antisyme´trique, i.e. −W = WT et avec w ∈ Rn.
Notons que re´ciproquement, on a W = wˆ.
Nous pouvons alors de´finir l’ensemble des coordonne´es satisfaisant le The´ore`me
3 par l’ouvert
Astable = {a ∈ A | det (J(t,a)) 6= 0 , ∀t ∈ (0, 1]}
2.2.3.4 L’ensemble des configurations stables Qstable
Nous de´signons par la suite le comple´ment de Astable par le ferme´ Aunstable =
A \ Astable et la frontie`re de Astable par ∂Astable. Les configurations stables Qstable
sont alors donne´es par Qstable = Ψ (Astable). Intuitivement, les configurations dites
instables parame´tre´es par a ∈ Aunstable correspondent a` des extremums qui ne sont
pas des minimums locaux de l’e´nergie e´lastique potentielle totale. Par exemple, on
peut imaginer se trouver sur un point selle de la fonction d’e´nergie, auquel cas on se
retrouve a` une bifurcation du syste`me et celui-ci posse`de alors plusieurs directions de
descente pour retrouver un e´tat stable. Des exemples de configurations a` l’e´quilibre
obtenues graˆce aux conditions ne´cessaires et suffisantes d’optimalite´ sont pre´sente´s
en Figure 2.3.
Nous avons vu que d’apre`s les conditions ne´cessaires d’optimalite´, Q est une
varie´te´ diffe´rentielle de dimension 6 parame´tre´e par un atlas muni de l’ unique carte
(Q,Ψ−1). Or, comme Astable ⊂ A et Qstable = Ψ(Astable) ⊂ Q, alors Qstable, i.e.
l’ensemble des configurations a` l’e´quilibre d’une tige e´lastique de Kirchhoff, est aussi
une varie´te´ diffe´rentielle de dimension 6 parame´tre´e par un atlas muni de l’unique
carte (Qstable,Ψ−1) et dont l’espace des coordonne´es est Astable.
Avant de pre´senter les re´sultats concernant la topologie de l’ensemble Astable, il
nous est ne´cessaire de rappeler quelques notions.
De´finition 2 (Ensemble e´toile´). Un ensemble E est dit e´toile´ par rapport au point
p ∈ E si et seulement si
∀x ∈ E et ∀λ ∈ [0, 1] , (1− λ)p+ λx ∈ E
De manie`re ge´ne´rale, un ensemble E est dit e´toile´ s’il existe au moins un point
p tel que E soit e´toile´ par rapport a` p. Nous pouvons alors introduire la notion
d’ensemble quasi-e´toile´.
De´finition 3 (Ensemble quasi-e´toile´). Un ensemble E est dit quasi-e´toile´ par rap-
port au point p ∈ ∂E si et seulement si
∀x ∈ E et ∀λ ∈ (0, 1], (1− λ)p+ λx ∈ E
Il a e´te´ montre´ dans [Borum 15b] que l’espace Astable est simplement connexe.
Plus pre´cise´ment, Astable est un ensemble quasi-e´toile´ en l’origine sous l’application
d’un changement de coordonne´es que nous pre´senterons en 2.3.1.2.
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Figure 2.3 – Diffe´rentes configurations d’une tige e´lastique de Kirchhoff a` l’e´quilibre. Le
cas a correspond au cas ou` la tige a une courbure constante de´crivant alors une courbe
he´lico¨ıdale.
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Physiquement, cette proprie´te´ traduit le fait que pour toute paire de configura-
tions a` l’e´quilibre, il existe un chemin entre ces deux configurations ou` toutes les
configurations sont a` l’e´quilibre passant pre`s de l’origine, i.e. la configuration droite
au repos.
2.2.3.5 Re´solution nume´rique du proble`me
Les conditions ne´cessaires et suffisantes e´tablies pre´ce´demment pre´sentent en
pratique des proble`mes d’imple´mentation de par la ne´cessite´ d’outils nume´riques
pour les de´terminer.
Premie`rement, les diffe´rents syste`mes diffe´rentiels (2.33), (2.32) et (2.30) sont
instationnaires. Il n’existe pas de solution analytique ge´ne´rale a` de tels syste`mes et
ceux-ci doivent alors eˆtre re´solus par des me´thodes d’inte´gration nume´rique telles
que les me´thodes de Runge-Kutta. Plus particulie`rement, les positions 6D de la tige
sont des e´le´ments de la varie´te´ de´crite par SE(3) et ces me´thodes n’offrent aucune
garantie que les solutions approxime´es appartiennent a` la varie´te´.
Ensuite, nous soulignons que le crite`re permettant de tester les conditions suf-
fisantes d’optimalite´ e´tabli au The´ore`me 3 est en pratique difficile a` e´tablir via des
me´thodes nume´riques. En effet, afin de tester que la matrice jacobienne J(t) est de
rang plein pour tout t ∈ (0, 1], nous calculons en pratique le de´terminant de celui-ci.
Or, le de´terminant pour t = 0 est nul et il est par conse´quent proche de ze´ro pour
des valeur de t + . Du fait des impre´cisions nume´riques, il est dans certains cas
difficile de ve´rifier nume´riquement ce crite`re aux valeurs proches de t = 0.
2.2.4 Extension du cas de Kirchhoff vers un mode`le de tige de
Timoshenko
De fac¸on similaire a` l’approche pre´sente´e pre´ce´demment, nous avons reformule´
le proble`me d’e´quilibre statique pour des tiges e´lastiques de Timoshenko par un
proble`me de commande optimale sur des varie´te´s diffe´rentielles. Cette contribution
est de´taille´e en [Roussel 15a].
Conside´rons a` pre´sent une tige e´lastique de Timoshenko, i.e. qui peut pre´senter
aussi des de´formations de type traction, compression et cisaillement. Comme pre´ce´-
demment, la tige est manipule´e par ses extre´mite´s, posse`de une configuration droite
au repos et est suppose´e de longueur unitaire. La ge´ome´trie de la tige est de´crite par
l’application q : [0, 1]→ SE(3) qui doit alors satisfaire le mode`le diffe´rentiel
q˙ = q
( 6∑
i=1
uiXi +X4
)
pour des de´formations u : [0, 1]→ R6. La fonction u1 est la de´formation en torsion,
u2 et u3 les de´formations en flexion, u4 la de´formation axiale en traction et com-
pression et u5 et u6 les de´formations en cisaillement le long de la tige. Les matrices
Xi , i = {1, . . . , 6} de´finissent une base de l’alge`bre de Lie se(3) telle que de´finie
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en (2.2). Sous ces hypothe`ses, la tige est conside´re´e a` l’e´quilibre statique lorsqu’elle
minimise localement son e´nergie e´lastique potentielle totale de´finie par
Eel =
1
2
∫ 1
0
6∑
i=1
ciuidt
ou` les constantes ci , i = {1, . . . , 6} sont les coefficients de raideur correspondant
aux de´formations respectives.
Ainsi, les trajectoires (q,u) correspondent a` une configuration d’e´quilibre sta-
tique de la tige si elles sont un optimum local du proble`me de commande optimale
minimize
q,u
1
2
∫ 1
0
6∑
i=1
ciu
2
i dt
subject to q˙ = q
( 6∑
i=1
uiXi +X4
)
q(0) = e, q(1) = b
(2.34)
ou` e est l’e´le´ment identite´ de SE(3) et b ∈ B avec B ⊆ SE(3) l’ensemble des positions
6D accessibles par l’extre´mite´ de la tige.
2.2.4.1 Conditions ne´cessaires d’optimalite´
Soient les constantes cij de´finies par cij = c−1i − c−1j pour i, j = {1, . . . , 6}. Les
conditions ne´cessaires d’optimalite´ pour les trajectoires (q,u) sont alors donne´es par
le The´ore`me 4.
The´ore`me 4 (Conditions ne´cessaires d’optimalite´ re´duites). Soit l’espace A = R6.
Une trajectoire (q,u) est un extremum normal de 2.34 si et seulement si il existe la
trajectoire adjointe µ : [0, 1]→ R6 satisfaisant
µ˙1 = c32µ2µ3 + c65µ5µ6
µ˙2 = µ6 + c13µ1µ3 + c46µ4µ6
µ˙3 = −µ5 + c21µ1µ2 + c54µ4µ5
µ˙4 = c−13 µ3µ5 − c−12 µ2µ6
µ˙5 = c−11 µ1µ6 − c−13 µ3µ4
µ˙6 = c−12 µ2µ4 − c−11 µ1µ5
(2.35)
ui = c−1i µi pour i = {1, . . . , 6} (2.36)
q˙ = q
( 6∑
i=1
uiXi +X4
)
(2.37)
avec la condition initiale µ(0) = a pour a ∈ A.
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Comme dans le cas pre´ce´dent, la trajectoire adjointe µ peut eˆtre interpre´te´e
comme les efforts internes le long de la tige. Le The´ore`me 4 nous donne les condi-
tions sous lesquelles la trajectoire (q,u) est un extremum normal du proble`me
de commande optimale (2.34). Nous de´finirons par Q l’ensemble des applications
diffe´rentielles (q,u) : [0, 1] → SE(3) × R6 qui satisfont ces conditions. Les applica-
tions correspondantes seront note´es Ψ(a) = (q,u).
2.2.4.2 Conditions suffisantes d’optimalite´
Les trajectoires (q,u) ∈ Q sont des extrema du proble`me de commande optimale
(2.34). Soient les matrices M : [0, 1] × A → R6×6 et J : [0, 1] × A → R6×6. Les
conditions suffisantes d’optimalite´ re´duites sont alors donne´es par le The´ore`me 5.
The´ore`me 5 (Conditions suffisantes d’optimalite´ re´duites). Soient les matrices
F =

0 µ3c32 µ2c32 0 µ6c65 µ5c65
µ3c13 0 µ1c13 µ6c46 0 µ4c46 + 1
µ2c21 µ1c21 0 µ5c54 −1 + µ4c54 0
0 −µ6c−12 µ5c−13 0 µ3c−13 −µ2c−12
µ6c
−1
1 0 −µ4c−13 −µ3c−13 0 µ1c−11
−µ5c−11 µ4c−12 0 µ2c−12 −µ1c−11 0

G = diag(c−11 , c−12 , c−13 , c−14 , c−15 , c−16 )
H =

0 µ3/c3 −µ2/c2 0 0 0
−µ3/c3 0 µ1/c1 0 0 0
µ2/c2 −µ1/c1 0 0 0 0
0 µ6/c6 −µ5/c5 0 µ3/c3 −µ2/c2
−µ6/c6 0 1 + µ4/c4 −µ3/c3 0 µ1/c1
µ5/c5 −1− µ4/c4 0 µ2/c2 −µ1/c1 0

.
Soit le syste`me diffe´rentiel line´aire instationnaire
M˙ = FM
J˙ = GM + HJ
ayant pour conditions initiales M(0,a) = I et J(0,a) = 0. Alors (q,u) est un opti-
mum local du proble`me de commande optimale (2.34) si et seulement si det (J(t,a)) 6= 0
pour tout t ∈ (0, 1].
Comme pour le cas de Kirchhoff, les matrices M(t,a) et J(t,a) de´finies au
The´ore`me 5 peuvent eˆtre interpre´te´es respectivement comme les variations des ef-
forts internes µ(t) et de la ge´ome´trie q(t) par rapport aux conditions initiales a.
2.3. SOLUTIONS ANALYTIQUES DES E´QUATIONS D’E´QUILIBRE D’UNE
TIGE DE KIRCHHOFF 51
Les conditions suffisantes donne´es par le The´ore`me 5 nous permettent de de´ter-
miner quelles conditions initiales a ∈ Astable ⊂ A, fournissant des extrema graˆce au
The´ore`me 4, correspondent a` des optimums locaux de (2.34).
De fac¸on similaire au cas des tiges de Kirchhoff, nous avons obtenu une pa-
rame´trisation de l’ensemble des configurations a` l’e´quilibre des tiges de Timoshenko
Qstable, qui est une varie´te´ diffe´rentielle de dimension 6 et qui est parame´tre´e glo-
balement par un atlas muni d’une unique carte (Qstable,Ψ−1) dont l’ensemble des
coordonne´es sont Astable.
2.2.5 Autres extensions et perspectives
Les travaux initiateurs de [Biggs 07] et [Bretl 14] sur le traitement du proble`me
de l’e´quilibre statique d’une tige comme un proble`me de commande optimale ont
suscite´ l’e´mergence d’autres extensions base´es sur le meˆme formalisme. Les re´sultats
de [Borum 15a] permettent la prise en compte de forces exte´rieures telles que la
gravite´. Ceci brise la syme´trie du groupe de Lie SE(3) et il est alors montre´ qu’il
est possible de re´duire l’application a` un sous-groupe de SE(3). D’autres travaux
[Mukadam 14] ont par ailleurs montre´ que le proble`me d’une tige e´lastique planaire
manipule´e par m+ 1 manipulateurs e´tait e´quivalent a` planifier dans une varie´te´ de
dimension 3m et ont permis l’e´tablissement d’une borne infe´rieure sur le nombre de
manipulateurs ne´cessaires pour que la tige puisse effectuer un mouvement dans un
environnement planaire donne´.
2.3 Solutions analytiques des e´quations d’e´quilibre d’une
tige de Kirchhoff
Dans cette section, nous revisitons les solutions analytiques de la courbure et
la torsion de certains types de tiges e´lastiques a` l’e´quilibre statique. La de´couverte
de l’existence solutions analytiques au proble`me de l’e´lasticite´ remonte aux anne´es
1880 par Saalschu¨tz (cf. [Levien 08]). Ces solutions s’expriment graˆce aux fonctions
elliptiques de Jacobi et leurs inte´grales. Le lecteur pourra se re´fe´rer a` [Renaud 14]
pour plus de de´tails sur les fonctions elliptiques. Nous montrerons alors qu’il est
possible d’inte´grer les e´quations diffe´rentielles de la courbure de la tige dans le cas
tridimensionnel isotrope transverse, i.e. quand c2 = c3. De plus, nous verrons que ces
solutions peuvent s’inte´grer dans le cas planaire afin d’obtenir les formes analytiques
de la ge´ome´trie et de la sensibilite´ aux conditions initiales de la tige a` l’e´quilibre.
L’obtention de ces formes analytiques pre´sente un inte´reˆt majeur pour une ap-
plication en robotique. Si la solution ge´ne´rique aux e´quations diffe´rentielles de la
courbure de la tige e´lastique a` l’e´quilibre est connue depuis longtemps, dans notre
cas il est critique de pouvoir calculer analytiquement la ge´ome´trie de la tige. En
effet, le calcul de la ge´ome´trie et de la matrice jacobienne ne´cessitent l’appel a` des
me´thodes nume´riques a` la fois couˆteuses et manquant de stabilite´. Il est alors possible
d’envisager la re´solution du proble`me de ge´ome´trie inverse pour une tige, i.e. trouver
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les configurations a` l’e´quilibre qui satisfont des positions donne´es des manipulateurs
comme nous le verrons en Section 2.4. Une me´thode efficace de ge´ome´trie inverse
peut alors eˆtre inte´gre´e dans les me´thodes de planification de mouvement pour trai-
ter notamment les chaˆınes cine´matiques ferme´es. Par exemple, il serait possible de
conside´rer les caˆbles e´lectriques et pneumatiques d’un bras manipulateur durant la
phase de planification.
2.3.1 Cas tridimensionnel inte´grable
Dans le cas d’une tige de Kirchhoff satisfaisant c2 = c3 et en normalisant avec
c1 = c2 = c3 = 1, il est possible de repre´senter les conditions ne´cessaires d’optimalite´
par les e´quations diffe´rentielles (2.14). En substituant (2.14b) dans (2.14a) et en
inte´grant une fois, on obtient
κ˙2 + 14κ
4 + λ23κ−2 −
λ2
2 κ
2 = λ4 (2.38)
avec la constante d’inte´gration λ4 donne´e par
λ4 , a25 + a26 −
1
4(a
2
2 + a23)2 +
1
2(a
2
2 + a23)(a21 − 2a4)− a1(a2a5 + a3a6) . (2.39)
Avec υ = κ2 le carre´ de la courbure de la tige, (2.38) devient
υ˙2 + υ3 − 2λ2υ2 − 4λ4υ + 4λ23 = 0 . (2.40)
Comme cela a de´ja` e´te´ souligne´ dans [Langer 84], l’e´quation (2.40) est sous la
forme υ˙2 = P (υ) ou` P est le polynoˆme cubique
P (υ) , −υ3 + 2λ2υ2 + 4λ4υ − 4λ23 . (2.41)
Soient −α1, α2, α3 les ze´ros du polynoˆme P (υ) tels que
− α1 ≤ 0 ≤ α2 ≤ α3. (2.42)
. Comme P (±∞) = ∓∞ et que P (0) = −4λ23 ≤ 0, P (υ) prend la forme illustre´e en
Figure 2.4.
E´tant donne´ que υ ≥ 0 et P (υ) ≥ 0 car ce sont des carre´s, on a υ ∈ [α2, α3]. Le
polynoˆme P peut eˆtre re´e´crit en fonction de ses ze´ros par
P (υ) = −(υ + α1)(υ − α2)(υ − α3).
De plus, les ze´ros de P sont lie´s aux constantes d’inte´gration λi , i = {1, . . . , 4} par
α1 − α2 − α3 = −2λ2
α1α2 + α1α3 − α2α3 = 4λ4
α1α2α3 = 4λ23 .
(2.43)
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Figure 2.4 – Trace´ du polynoˆme cubique P (υ) en fonction du carre´ de la courbure υ.
Les re´gions hachure´es correspondent aux valeurs impossibles montrant que le seul intervalle
valide pour υ est [α2, α3].
Graˆce a` la forme de l’e´quation (2.41), le carre´ de la courbure υ est donne´ graˆce
aux fonctions elliptiques de Jacobi par
υ(t) = α3[1− n sn2 (rt+ ϕ|m)] (2.44)
ou` le parame`tre m, la caracte´ristique n et la constante r peuvent s’e´crire en fonction
des ze´ros de P par
m = α3 − α2
α3 + α1
n = α3 − α2
α3
r = 12
√
α3 + α1 (2.45)
Notons que d’apre`s (2.42) et (2.45), nous avons la contrainte
0 ≤ m ≤ n ≤ 1 .
Soit la constante $ de´finie par
$ ,
√√√√ 1
n
(
1− a
2
2 + a23
α3
)
, (2.46)
la phase ϕ peut eˆtre obtenue par (2.44) en posant t = 0 et est donne´e par
ϕ = sgn(a3a5 − a2a6) arcsn($|m) (2.47)
ou` arcsn est la fonction re´ciproque de la fonction elliptique de Jacobi sn.
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2.3.1.1 Courbure et efforts internes
On peut montrer que les solutions au syste`me diffe´rentiel des efforts internes
d’une tige de Kirchhoff dans le cas inte´grable donne´ en (2.13) peuvent s’e´crire sous
la forme
µ2 = κ sinψ
µ3 = κ cosψ
µ4 =
1
2(λ2 +
a21
2 − υ)
µ5 = −κ˙ cosψ + κψ˙ sinψ
µ6 = κ˙ sinψ + κψ˙ cosψ .
(2.48)
ou` la courbure non-signe´e est donne´e par κ =
√
υ et
ψ(t) = λ1t− λ3
α3 r
{
Π
[
n, am (rt+ ϕ|m) |m]−Π[n, am (ϕ|m) |m]}+ ψ (0)
avec Π(n, u|m) inte´grale elliptique de troisie`me espe`ce et am(u|m) amplitude de
Jacobi.
2.3.1.2 E´nergie potentielle e´lastique
L’e´nergie potentielle e´lastique d’une tige de Kirchhoff a e´te´ de´finie en (2.28).
Dans le cas d’isotropie transverse et ayant normalise´ les constantes de rigidite´s,
l’expression de l’e´nergie potentielle e´lastique totale devient
Eel =
1
2
∫ 1
0
3∑
i=1
µ2i dt
Forme analytique E´tant donne´ les solutions analytiques des efforts internes
µi(t), i = {1, . . . , 3} donne´es en (2.13) et l’expression du carre´ de la courbure υ(t) =
κ2(t) donne´e en (2.44), l’e´nergie peut alors eˆtre exprime´e analytiquement par
Eel =
1
2a
2
1 +
1
2
∫ 1
0
κ2(t)dt
= 12a
2
1 +
1
2α3
(
1− n
∫ 1
0
sn2 (rt+ ϕ|m)
)
= 12a
2
1 +
1
2
{
α3 − α3n
m
[
1 + E (ϕ)− E (ϕ+ r)]})
= 12
(
a21 − α1
)
−√α1 + α3
[
E (ϕ)− E (ϕ+ r)]
(2.49)
ou` la fonction Epsilon de Jacobi E est de´finie par
E (u|m) =
∫ u
0
dn2(t|m)dt .
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L’e´nergie parait eˆtre une me´trique adapte´e sur l’espace des configurations a`
l’e´quilibre statique et qui pourrait eˆtre utilise´e dans les algorithmes de planifica-
tion de mouvement applique´s aux tiges a` l’e´quilibre. Cependant, cette formulation
analytique de l’e´nergie en fonction de coordonne´es dans l’espace A de dimension 6
ne parame`tre que des extrema d’e´nergie. Ainsi, l’expression (2.49) ne peut eˆtre uti-
lise´e pour ve´rifier les conditions suffisantes permettant de de´terminer si l’extremum
Eel(a), a ∈ A est un minimum local, i.e. si a ∈ Astable.
Proprie´te´s Il a e´te´ montre´ dans [Borum 15b] que les e´quations diffe´rentielles ca-
racte´risant les configurations a` l’e´quilibre de la tige sont invariantes par changement
d’e´chelle. Plus particulie`rement, soient L ∈ (0, 1] et la transformation SL : R6 → R6
de´finie par
SL(a) =
(
La1 La2 La3 L
2a4 L
2a5 L
2a6
)T
. (2.50)
De plus, rappelons que Ψ(a) = (q,u) et notons (p,v) = Ψ (SL (a)). L’invariance
des de´formations u(t) est donne´e par
v(t) = Lu(Lt) (2.51)
Nous allons a` pre´sent de´montrer que sous re´serve d’un changement de coor-
donne´es, l’e´nergie potentielle parame´tre´e par les coordonne´es a ∈ A est e´toile´e en
l’origine. Pour cela, nous rappelons la de´finition d’une fonction e´toile´e :
De´finition 4 (Fonction e´toile´e). Une fonction f : Rn → R est dite e´toile´e si et
seulement si
f(αx) ≤ αf(x)
L’e´nergie e´lastique potentielle totale pour des coordonne´es transforme´es est donne´e
par
Eel (SL (a)) =
1
2L
2
∫ 1
0
3∑
i=1
u2(Lt)dt
ce qui, en proce´dant au changement de variable τ = Lt, devient
Eel (SL (a)) =
1
2L
∫ L
0
3∑
i=1
u2(τ)dτ
Il est alors clair que
Eel (SL (a)) ≤ LEel (a) (2.52)
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Figure 2.5 – E´nergie e´lastique potentielle totale calcule´e sur des coordonne´es A. Sous
l’application du changement de coordonne´es θ, cette fonction e´nergie devient quasi-e´toile´e
en l’origine et la trajectoire pi devient une ligne droite.
Figure 2.6 – E´nergie e´lastique potentielle totale calcule´e aux configurations a` l’e´quilibre,
i.e. sur les coordonne´es Astable. Sous l’application du changement de coordonne´es θ, Astable
devient un ensemble e´toile´.
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Introduisons a` pre´sent le changement de coordonne´es θ : A → R6 par
θi(a) = ai θj(a) = sgn (aj)
√
|aj |
pour i = 1, 2, 3 et j = 4, 5, 6. Dans [Borum 15b], les auteurs ont montre´ que l’en-
semble θ (Astable) est quasi-e´toile´. En appliquant ce changement de coordonne´es sur
(2.52) et en notant que θ (SL (a)) = Lθ(a), on obtient
Eel (Lθ(a)) ≤ LEel (θ(a)) (2.53)
Ainsi, d’apre`s la De´finition 4 et l’e´quation (2.53), nous avons montre´ que l’e´nergie
e´lastique potentielle totale, parame´tre´e par les coordonne´es A, est une fonction
e´toile´e.
Il est possible d’interpre´ter cette proprie´te´ graˆce a` la Figure 2.5 qui montre une
tranche de la fonction d’e´nergie dans le cas ou` a1 = a2 = a4 = a6 = 0. Conside´rons
le point a = (0, 0, a3, 0, a5, 0) 6= 0 sur cette tranche et la trajectoire pi : [0, 1] → A
avec pi(0) = 0 et pi(1) = a telle que l’e´nergie le long de cette trajectoire ve´rifie la
proprie´te´ d’une fonction e´toile´e, i.e.
Eel (pi (L)) ≤ LEel(a)
Sous le changement de coordonne´es θ, la nouvelle trajectoire θ(pi) prend alors la
forme d’une ligne droite dans θ(A) entre 0 et θ(a).
De meˆme, lorsque l’on se restreint aux configurations a` l’e´quilibre, l’ensemble
Astable devient quasi-e´toile´ lorsque l’on applique le changement de coordonne´es θ
(cf. Figure 2.6). Intuitivement, pour tout a, le chemin en ligne droite entre l’origine
exclue et θ(a) appartient a` θ (Astable).
2.3.2 Cas planaire
Dans le cas planaire, nous allons montrer que les formes analytiques de la ge´ome´trie
de la tige q(t) ∈ R3 peuvent eˆtre obtenues par inte´gration de la courbure. De plus,
il est alors possible de de´river la ge´ome´trie de la tige pour obtenir les formes analy-
tiques de la matrice jacobienne (i.e. la sensibilite´ de la tige) de´crivant les variations
de la ge´ome´trie q(t) par rapport aux conditions initiales a.
Dans les de´veloppements qui suivent, lorsque nous nous re´fe´rerons a` une fonction
elliptique de Jacobi pq(u|m) avec { p,q } = { c,s,d }, nous omettrons volontairement
le parame`tre m et utiliserons la notation simplifie´e pq u. Aussi, notons
σ20 , a24 + a25
Γ(t) , rt+ ϕ
tel que Γ(0) = ϕ.
Nous distinguons deux cas tel que dans [Langer 84, Singer 08] selon la nature de
la courbure :
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— le cas ondule´ avec λ4 > 0 ou` la courbure change de signe le long de la tige (cf.
Figure 2.7) ;
Figure 2.7 – Configurations d’une tige planaire a` l’e´quilibre dans le cas ondule´. Notons le
cas b qui correspond a` la classe de configurations de´crivant le lemniscate de Bernoulli.
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— le cas orbital avec λ4 < 0 ou` la courbure ne s’annule jamais et ne change donc
pas de signe le long de la tige (cf. Figure 2.8).
Figure 2.8 – Configurations d’une tige planaire a` l’e´quilibre dans le cas orbital. Le cas
a correspond a` la classe de configurations ayant une courbure constante et de´crivant une
courbe circulaire.
Notons que le cas limite ou` λ4 = 0 peut-eˆtre traite´ comme un cas particulier d’un
des deux cas cite´s.
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2.3.2.1 Courbure et efforts internes
Nous avons vu en Section 2.2.3 que le cas planaire peut-eˆtre traite´ comme un cas
particulier du cas tridimensionnel avec q = (0, 0, θ, x, y, 0). Le syste`me diffe´rentiel
des efforts internes (2.27) est donne´ sous la forme tridimensionnelle par
µ˙1 = 0
µ˙2 = 0
µ˙3 = −µ5
µ˙4 = µ3µ5
µ˙5 = −µ3µ4
µ˙6 = 0 .
Ainsi, les solutions donne´es en (2.48) se re´duisent en
µ1 = 0
µ2 = 0
µ3 = κ
µ4 =
1
2(λ2 − κ
2)
µ5 = −κ˙
µ6 = 0 .
Le cas planaire correspond alors aux coordonne´es a ∈ Astable du cas tridimensionnel
telles que a1 = a2 = a6 = 0. Les constantes d’inte´gration λi, i = {1, . . . , 4} donne´es
en (2.15) et (2.39) deviennent alors
λ1 = 0
λ2 = a23 + 2a4
λ3 = 0
λ4 = a25 − a23(
1
4a
2
3 + a4) .
L’expression de la phase ϕ donne´e en (2.47) se simplifie en
ϕ = sgn(a3a5) arcsn($|m)
ou` $ donne´ en (2.46) s’e´crit alors
$ =
√√√√ 1
n
(
1− a
2
3
α3
)
.
Enfin, le polynoˆme P donne´ en (2.41) se simplifie en
P (υ) = −υ3 + 2λ2υ2 + 4λ4υ
donc P (υ) a un ze´ro trivial en υ = 0.
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Cas ondule´ ou` λ4 > 0 D’apre`s les relations entre les ze´ros de P et les constantes
λi, i = {1, . . . , 4} donne´es en (2.43), les ze´ros de P sont donne´s par
α1 = −λ2 + 2σ0
α2 = 0
α3 = λ2 + 2σ0 .
Les constantes des fonctions elliptiques donne´es en (2.45) se simplifient en
m = λ2 + 2σ04σ0
n = 1 r = √σ0
et le carre´ de la courbure en
υ(t) = α3
(
1− sn2 Γ(t)
)
= α3 cn2 Γ(t) .
La courbure (signe´e) est alors donne´e par
κ(t) = sgn(a3)
√
α3 cn Γ(t). (2.54)
La courbure oscille alors entre √α3 et −√α3 donnant une forme ondule´e a` la
ge´ome´trie q(t).
Cas orbital ou` λ4 < 0 D’apre`s (2.43), les ze´ros de P sont donne´s par
α1 = 0
α2 = λ2 − 2σ0
α3 = λ2 + 2σ0 .
Les constantes des fonctions elliptiques donne´es en (2.45) se simplifient en
m = 4σ0
λ2 + 2σ0
n = m r = 12
√
λ2 + 2σ0
et le carre´ de la courbure en
υ(t) = α3
(
1−m sn2 Γ(t)
)
= α3 dn2 Γ(t).
La courbure (signe´e) est alors donne´e par
κ(t) = sgn(a3)
√
α3 dn Γ(t). (2.55)
Comme α3 > 0 et dn Γ(t) > 0, la courbure ne s’annule jamais et son signe est
entie`rement de´termine´ par le signe de a3 pour tout le long de la tige.
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2.3.2.2 Ge´ome´trie de la tige
Pour notre choix de coordonne´es re´duites (θ, x, y), nous retrouvons le mode`le
diffe´rentiel de la tige planaire
θ˙ = u3
x˙ = cos θ
y˙ = sin θ
(2.56)
avec u3 = κ. Par inte´gration de la courbure, il est possible d’exprimer les solutions
du syste`me diffe´rentiel (2.56) sous la forme ge´ne´rale
cos θ(t) = β1(0)β1(t) + 4β2(0)β2(t) (2.57a)
sin θ(t) = 2 ε (β1(0)β2(t)− β2(0)β1(t)) (2.57b)
x(t) = β1(0)
∫ t
0
β1(ζ)dζ + 4β2(0)
∫ t
0
β2(ζ)dζ (2.57c)
y(t) = 2 ε
(
β1(0)
∫ t
0
β2(ζ)dζ − β2(0)
∫ t
0
β1(ζ)dζ
)
. (2.57d)
Les fonctions β1(t) et β2(t) s’expriment graˆce aux fonctions elliptiques de Jacobi et
a` la fonction Epsilon de Jacobi E .
Cas ondule´ L’inte´gration de la courbure donne´e en (2.54) (cf. [Abramowitz 65]
§16.24) me`ne a`
θ(t) = 2 ε
[
arccos (dn Γ (t))− arccos (dnϕ) ]
Soit A(t) , arccos
[
dn Γ(t)
]
, alors
cosA(t) = dn Γ(t)
sinA(t) = ±
√
1− dn2 Γ(t)
=
√
m sn Γ(t).
E´tant donne´ que θ(t)2 = sgn(a3) (A(t)−A(0)), on obtient
cos θ(t)2 = cosA(0) cosA(t) + sinA(0) sinA(t)
= dnϕ dn Γ(t) +m snϕ sn Γ(t)
sin θ(t)2 = sgn(a3)
[
cosA(0) sinA(t)− sinA(0) cosA(t)]
= sgn(a3)
√
m
[
dnϕ sn Γ(t)− snϕdn Γ(t)].
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En appliquant la formule de l’angle moitie´, on obtient
cos θ(t) = cos2 θ(t)2 − sin
2 θ(t)
2
=
(
2 dn2 ϕ− 1
) (
2 dn2 Γ(t)− 1
)
+ 4m dnϕ snϕdn Γ(t) sn Γ(t)
sin θ(t) = 2 cos θ(t)2 sin
θ(t)
2
= 2 ε
√
m
[ (
2 dn2 ϕ− 1
)
dn Γ(t) sn Γ(t)− dnϕ snϕ
(
2 dn2 Γ(t)− 1
) ]
qui est alors sous la forme (2.57) avec β1(t) et β2(t) donne´es par
β1(t) = 2 dn2 Γ(t)− 1 (2.58a)
β2(t) =
√
m sn Γ(t) dn Γ(t) (2.58b)
et dont l’inte´gration me`ne a`∫ t
0
β1(ζ)dζ = 2r−1
[
E (Γ (t))− E (ϕ)]− t (2.59a)∫ t
0
β2(ζ)dζ = −r−1
√
m (cn Γ(t)− cnϕ) . (2.59b)
(2.59c)
Cas orbital Dans le cas orbital, l’inte´gration de la courbure (2.55) (cf. [Abramowitz 65]
§16.24) me`ne a`
θ(t) = 2 ε
[
arcsin (sn Γ(t))− arcsin (snϕ) ]
Soit A(t) , arcsin (sn Γ(t)), alors
cosA(t) = ±
√
1− sn2 Γ(t)
= cn Γ(t)
sinA(t) = sn Γ(t).
E´tant donne´ que θ(t)2 = sgn(a3)
[
A(t)−A(0)], on obtient
cos θ(t)2 = cosA(0) cosA(t) + sinA(0) sinA(t)
= cnϕ cn Γ(t) + snϕ sn Γ(t)
sin θ(t)2 = sgn(a3)
[
cosA(0) sinA(t)− sinA(0) cosA(t)]
= sgn(a3)
[
sn Γ(t) cnϕ− snϕ cn Γ(t)].
CHAPITRE 2. CONFIGURATIONS A` L’E´QUILIBRE D’UNE TIGE
E´LASTIQUE 64
D’apre`s la formule de l’angle moitie´, on a alors
cos θ(t) = cos2 θ(t)2 − sin
2 θ(t)
2
=
(
1− 2 sn2 ϕ
) (
1− 2 sn2 Γ(t)
)
+ 4 cnϕ snϕ cn Γ(t) sn Γ(t)
sin θ(t) = 2 cos θ(t)2 sin
θ(t)
2
= 2ε
[ (
1− 2 sn2 ϕ
)
cn Γ(t) sn Γ(t)− cnϕ snϕ
(
1− 2 sn2 Γ(t)
) ]
qui est alors sous la forme (2.57) avec β1(t) et β2(t) donne´es par
β1(t) = 1− 2 sn2 Γ(t) (2.60a)
β2(t) = sn Γ(t) cn Γ(t) (2.60b)
et qui peuvent eˆtre inte´gre´es en∫ t
0
β1(ζ)dζ = m−1
{
t (m− 2) + 2r−1[E (Γ (t))− E (ϕ) ]} (2.61a)∫ t
0
β2(ζ)dζ = −m−1r−1 (dn Γ(t)− dnϕ) . (2.61b)
(2.61c)
2.3.2.3 Sensibilite´ aux conditions initiales
Dans le cas ge´ne´ral, la sensibilite´ de la ge´ome´trie de la tige q(t) par rapport aux
conditions initiales a est donne´e par la matrice jacobienne J(t,a) telle que de´finie au
The´ore`me 3 dans le cas de Kirchhoff ou au The´ore`me 5 dans le cas de Timoshenko.
Ces variations sont exprime´es dans le repe`re local par la trivialisation a` gauche sur
le groupe de Lie SE(3). Ainsi, pour q(t) ∈ SE(3), cette matrice est sous la forme
J(t,a) =
[(
q(t,a)−1∂q(t,a)
∂a1
)ˇ . . . (q(t,a)−1∂q(t,a)
∂a6
)ˇ] (2.62)
ou` q(t,a)−1∂q(t,a)
∂aj
∈ se(3) repre´sente les variations dans le repe`re local par rapport
aux variations en aj .
Dans ce cas, la sensibilite´ de la tige est donne´e par la matrice jacobienne de
dimension 6
J(t,a) =
J11 · · · J16... . . . ...
J61 · · · J66
 . (2.63)
Dans le cas planaire, cette matrice prend la forme
J(t,a) =
∗2,2 02,3 ∗2,103,2 JP3,3(t,a) 03,1
∗1,2 01,3 ∗1,1
 (2.64)
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ou` ∗ repre´sente des valeurs inde´termine´es.
Afin de de´terminer inte´gralement les formes analytiques de la matrice JP3,3(t,a)
de´crivant la sensibilite´ aux conditions initiales de la tige planaire, il nous reste a`
de´river les expressions de la ge´ome´trie q(t) = (θ(t), x(t), y(t)) vues en Section 2.3.2.2
par rapport aux conditions initiales a. Ces formes sont donne´es en annexe A.
Nous pre´sentons dans la section suivante une application de ces formes ana-
lytiques permettant de re´soudre le proble`me de ge´ome´trie inverse pour des tiges
e´lastiques a` l’e´quilibre.
2.4 Ge´ome´trie inverse pour tiges e´lastiques a` l’e´quilibre
Pour des robots manipulateurs, le Mode`le Ge´ome´trique Inverse pre´sente´ en 1.1.3.2,
consiste a` de´terminer une configuration, si elle existe, qui satisfait une position de
l’organe terminal donne´e. En ge´ne´ral, ce proble`me peut avoir une infinite´, un nombre
fini ou bien aucune solution. Pour de tels robots, ce mode`le est fre´quemment utilise´
en planification de mouvement pour effectuer des taˆches de manipulation d’objets
ou pour la planification de robots paralle`les.
De nombreux bras manipulateurs sont munis de flexibles pouvant eˆtre des caˆbles
e´lectriques ou bien des tuyaux pneumatiques. Ces flexibles peuvent eˆtre externes a`
la structure me´canique et constituent alors des obstacles. Ceux-ci sont ge´ne´ralement
ignore´s dans les taˆches industrielles ce qui en limite les applications, faute de me´thodes
efficaces permettant leur inte´gration dans les me´thodes de planification de mouve-
ment. Une solution a` cette proble´matique consiste a` conside´rer l’ensemble consti-
tuant la chaˆıne articule´e du bras manipulateur et des flexibles comme une chaˆıne
cine´matique ferme´e. Il est alors possible de planifier classiquement pour la chaˆıne
articule´e tout en ve´rifiant les possibilite´s de fermeture de la chaˆıne au niveau des
flexibles graˆce a` la re´solution du proble`me de la ge´ome´trie inverse que nous pre´sentons
ici.
2.4.1 Formulation du proble`me
Nous avons vu en Section 2.2 que l’ensemble des configurations a` l’e´quilibre
d’une tige e´lastique Qstable forme une varie´te´ munie d’une parame´trisation globale
Ψ : Astable → Qstable. Les configurations a ∈ Astable doivent satisfaire les conditions
suffisantes d’optimalite´, i.e. la matrice jacobienne J(t,a) doit eˆtre de rang plein pour
tout t ∈ (0, 1]. De´finissons par Υ : Astable → Bstable l’application qui fait correspondre
a` toute configuration a` l’e´quilibre la position de l’extre´mite´ de la tige q(1). Comme
la matrice jacobienne de Υ(a) est donne´e par J(1,a) qui est de rang plein, alors Υ
est un diffe´omorphisme local.
Le proble`me de ge´ome´trie inverse pour des tiges e´lastiques a` l’e´quilibre peut alors
eˆtre formule´ par la De´finition 5.
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De´finition 5 (Ge´ome´trie inverse pour des tiges e´lastiques a` l’e´quilibre statique).
E´tant donne´e une position de l’extre´mite´ de la tige bdes ∈ R3, le proble`me de
ge´ome´trie inverse pour une tige e´lastique a` l’e´quilibre consiste a` trouver une confi-
guration a` l’e´quilibre de la tige parame´tre´e par coordonne´es a∗ ∈ Astable qui satisfait
Υ(a∗) = bdes (2.65)
Par de´finition, il existe au moins une solution a` ce proble`me si et seulement si
bdes ∈ Bstable.
Dans le cas planaire, bien que les formes analytiques de l’expression Υ(a) soient
connues (cf. Section 2.3.2.2), le syste`me (2.65) ne peut eˆtre re´solu analytiquement.
Nous proposons ici une approche par optimisation nume´rique pour re´soudre ce
proble`me en utilisant les formes analytiques de la ge´ome´trie et de la matrice ja-
cobienne de la tige que nous avons pre´sente´ en section pre´ce´dente.
2.4.2 Re´solution par optimisation nume´rique dans le cas planaire
Soit la fonction
r(a) , Υ(a)− bdes (2.66)
ou` a ∈ Astable ⊂ R3 et bdes ∈ R3. Le proble`me de ge´ome´trie inverse est alors
e´quivalent a` la recherche de ze´ros de la fonction r de´crite par un syste`me non-
line´aire de dimension 3. Une approche nume´rique telle que la me´thode de Newton
(cf. [Nocedal 06]) peut eˆtre mise en œuvre pour re´soudre ce proble`me.
La me´thode de Newton consiste a` approximer ite´rativement un mode`le Mk(pk)
de la fonction r(ak + pk) ou` pk ∈ R6 est le pas de descente a` l’ite´ration k, puis de
trouver le pas pk qui satisfait Mk(pk) = 0. Comme la fonction Υ est continument
diffe´rentiable, il est clair que r : Astable → R3 l’est aussi. On a alors
r(a + p) = r(a) +
∫ 1
0
J(a + sp)pds (2.67)
pour s ∈ (0, 1). Le mode`le line´aire Mk(pk) est alors obtenu par l’approximation au
premier ordre du second terme de (2.67), avec
Mk(pk) , r(ak) + J(1,ak)pk .
Il est alors possible de re´soudre le syste`me line´arise´ Mk(pk) = 0 et la solution est
alors donne´e par
pk = −J(1,ak)−1r(ak)
Dans la me´thode de Newton, l’amplitude du pas est module´e par un parame`tre
α ∈ (0, 1] et le pas est alors donne´ par
pk = −αJ(1,ak)−1r(ak) (2.68)
pour toute matrice jacobienne J(1,ak) non-singulie`re, i.e. pour ak ∈ Astable. La solu-
tion a∗ au proble`me donne´ en De´finition 5 peut alors eˆtre approxime´e ite´rativement
par ak+1 = ak + pk pour des conditions initiales a0 ∈ Astable donne´es. L’algorithme
de´taille´ est donne´ en Algorithme 2.
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Algorithm 2 INVERSE GEOMETRY PLANAR ROD NEWTON(a0,bdes, α)
Input: Conditions initiales a0, position de´sire´e de l’extre´mite´ de la tige bdes, am-
plitude du pas de Newton α
Output: Une solution a∗ telle que r(a∗) = bdes si elle existe, sinon signaler un
e´chec si aucune solution n’a e´te´ trouve´e apre`s Nmax ite´rations ou si J(1,ak) est
singulie`re, i.e. ak /∈ Astable
1: k ← 0
2: solved ← false
3: while ¬ solved and k < Nmax do
4: r(ak)← Υ(ak)− bdes
5: if ‖r(ak)‖ <  then
6: a∗ ← ak
7: solved ← true
8: else
9: if J(1,ak) is singular then return failure
10: else
11: pk = −αJ(1,ak)−1r(ak)
12: ak+1 = ak + pk
13: end if
14: end if
15: end while
16: if solved then return a∗
17: else return failure
18: end if
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Figure 2.9 – Re´solution du proble`me de ge´ome´trie inverse pour des tiges e´lastiques planaires
en utilisant la me´thode de Newton. Une meˆme position de´sire´e bdes pour l’extre´mite´ de la tige
est pre´sente´e dans les trois cas pre´sentant trois solutions a∗ diffe´rentes obtenues en utilisant
diffe´rentes conditions initiales a0. Notons la pre´sence des deux diffe´rents cas d’e´lasticite´
aborde´s pre´ce´demment, i.e. le cas ondule´ (en haut) et le cas orbital (au milieu et en bas).
2.4.3 Re´sultats en simulation
L’Algorithme 2 requiert de nombreuses e´valuations de la fonction Υ(a) et de
la matrice jacobienne J(1,a). Dans le cas de tiges tridimensionnelles de Kirchhoff,
nous avons vu en Section 2.2.3 que celles-ci pouvaient eˆtre obtenues par inte´gration
nume´rique de plusieurs syste`mes diffe´rentiels non-line´aires. Dans le cas planaire ou`
les formes analytiques sont disponibles, les fonctions Υ(a) et J(1,a) peuvent eˆtre
calcule´es plus rapidement avec deux a` trois ordres de grandeurs et avec une meilleure
stabilite´ nume´rique. Nous avons alors imple´mente´ cette approche dans le cas planaire
permettant de tirer parti des solutions analytiques. La Figure 2.9 illustre diffe´rentes
ite´rations de l’algorithme obtenues pour trois diffe´rentes solutions ayant pour objectif
la meˆme position de l’extre´mite´ de la tige bdes. Les solutions diffe`rent par diffe´rents
choix de conditions initiales a0.
Un banc d’essai a e´te´ re´alise´ via une imple´mentation en C++ de l’approche
pre´sente´e. Le solveur a e´te´ teste´ sur 1000 valeurs diffe´rentes de bdes ayant au moins
une solution (i.e. bdes ∈ Bstable) et pour chacune 100 conditions initiales a0 furent
2.4. GE´OME´TRIE INVERSE POUR TIGES E´LASTIQUES A` L’E´QUILIBRE 69
α Succe`s (%) E´checs parinstabilite´ (%)
Temps de
re´solution (µs)
Nombre
d’ite´rations
1.0 81.5 ± 15.9 18.4 ± 15.9 71.2 ± 7.4 8.1 ± 0.8
0.9 86.9 ± 15.1 13 ± 15.1 92.2 ± 7 10.6 ± 0.8
0.7 92.8 ± 13.4 7.2 ± 13.3 130.7 ± 8.6 14.9 ± 0.8
0.5 95.7 ± 11.6 4.2 ± 11.5 197.9 ± 9.7 22.8 ± 1.1
0.3 97.3 ± 9.98 2.5 ± 9.9 361.7 ± 14.3 41.6 ± 1.6
0.2 97.4 ± 9.7 2.1 ± 9.3 564.8 ± 15.8 64.9 ± 1.9
Table 2.1 – Re´sultats pour la re´solution du proble`me de ge´ome´trie inverse de tiges e´lastiques
planaires en utilisant la me´thode de Newton avec diffe´rentes valeurs du coefficient α modu-
lant l’amplitude du pas de descente.
teste´es. Enfin, nous avons teste´ diffe´rentes valeurs du coefficient α de´terminant la
modulation d’amplitude du pas de Newton. Le solveur peut e´chouer si le nombre
maximal d’ite´rations est atteint, ici fixe´ a` 100, ou si la matrice jacobienne est sin-
gulie`re.
Comme le montrent les re´sultats du banc d’essai pre´sente´s en table 2.1, le taux
de succe`s et le temps de re´solution de´pendent fortement du coefficient α. Lorsque α
tend vers ze´ro, les pas deviennent infinite´simaux et l’erreur lie´e au mode`le line´arise´
Mk tend ze´ro. Ainsi, les valeurs de ak tendent a` ne pas sortir du domaine de stabi-
lite´ Astable, i.e. J(1,ak) est non-singulie`re. En contre partie, le nombre d’ite´rations
augmente significativement impactant le temps de re´solution. Un compromis doit
alors eˆtre fait entre garantie de succe`s et temps de re´solution.
2.4.4 Conclusion et perspectives
Globalement, l’approche pre´sente´e permet de re´soudre le proble`me de ge´ome´trie
inverse pour des tiges e´lastiques planaires en environ 100 µs avec une garantie de
succe`s de 90 %. Ces performances permettent d’envisager une inte´gration dans les
me´thodes de planification afin de re´soudre la classe de proble`me pre´sente´e en intro-
duction. Cependant, il reste a` e´tendre cette formulation aux tiges tridimensionnelles
telles que les tiges de Kirchhoff afin de pouvoir mode´liser les flexibles des bras ma-
nipulateurs. L’extension au cas tridimensionnel implique qu’il ne sera pas possible
d’e´valuer la fonction Υ(a) et la matrice J(1,ak) analytiquement, ce qui augmente-
rait conside´rablement le temps de calcul.
Plusieurs pistes sont envisage´es afin d’ame´liorer les performances de l’approche
et l’extension au cas tridimensionnel. Premie`rement, le coefficient α modulant l’am-
plitude du pas de descente peut eˆtre adapte´ a` chaque pas selon diffe´rentes crite`res,
tels que une approximation de la distance de la matrice jacobienne aux singularite´s.
Ensuite, nous avons pre´sente´ en Section 2.3 les formes analytiques de l’e´nergie po-
CHAPITRE 2. CONFIGURATIONS A` L’E´QUILIBRE D’UNE TIGE
E´LASTIQUE 70
tentielle e´lastique totale. Celle-ci pourrait alors eˆtre utilise´e comme me´trique sur
Astable. Enfin, de nombreuses me´thodes d’optimisation nume´rique plus complexes a`
mettre en œuvre que la me´thode de Newton existent. Parmi elles, les me´thodes de
type Line Search et Levenberg-Marquardt ont e´te´ teste´es mais n’ont pas offert de
re´sultats satisfaisants.
2.5 Imple´mentation
Les diffe´rentes approches permettant de caracte´riser les configurations a` l’e´quilibre
statique d’une tige e´lastique ont e´te´ imple´mente´es dans la bibliothe`que logicielle
libre qserl disponible a` l’adresse https://github.com/olivier-roussel/qserl.
Cette bibliothe`que est e´crite en C++ et permet les parame´trisations par re´solution
nume´rique des mode`les de tige de Kirchhoff, Timoshenko et du cas planaire, traite´es
respectivement en Sections 2.2.3, 2.2.4 et 2.2.2. Les formes analytiques en Section
2.3 sont aussi imple´mente´es et ont e´te´ ve´rifie´es nume´riquement. Nous avons pu ob-
server qu’elles offrent une meilleure stabilite´ nume´rique et peuvent eˆtre calcule´es
plus efficacement.
2.6 Synthe`se
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ une e´tude des configurations a` l’e´quilibre
des tiges e´lastiques selon diffe´rentes approches. Nous avons vu que ces approches se
comple`tent et chacune permet de de´duire certaines proprie´te´s sur ces configurations.
Ainsi, nous avons pu appliquer certains de ces re´sultats en Section 2.4 pour re´soudre
le proble`me de ge´ome´trie inverse pour des tiges e´lastiques a` l’e´quilibre, ouvrant
les applications possibles en planification de mouvement. Nous pre´sentons dans le
prochain chapitre comment tirer efficacement parti des proprie´te´s des configurations
a` l’e´quilibre pour re´soudre le proble`me de planification de mouvement pour des tiges
e´lastiques, a` l’e´quilibre ou dans le cas dynamique.
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Chapitre 3
Planification de mouvement
pour des tiges e´lastiques
L’extension du proble`me de planification de mouvement a` des corps de´formables
implique de nouveaux de´fis. Premie`rement, le nombre de degre´s de liberte´s induits
par la de´formation peut-eˆtre tre`s e´leve´, meˆme avec des mode`les de de´formations ne
conside´rant que l’e´lasticite´ line´aire. Nous avons vu que le proble`me de planification
de mouvement est en complexite´ exponentielle par rapport au nombre de degre´s de
liberte´ et que meˆme si les me´thodes probabilistes permettent en pratique de meilleurs
re´sultats, un espace de recherche de grande dimension induit des temps de re´solution
e´leve´s, qui ne sont pas acceptables dans un contexte applicatif industriel.
De plus, une mode´lisation re´aliste et pre´cise au sens me´canique des de´formations
implique l’usage de me´thodes nume´riques couˆteuses. Ces calculs sont inte´gre´s dans
les algorithmes de planification et leur complexite´ se cumule avec celle induite par la
grande dimensionnalite´ du proble`me. Enfin, un des de´fis majeurs consiste a` identifier
l’espace lie´ a` ces mode`les, comprendre sa topologie afin de pouvoir l’inte´grer au mieux
dans les me´thodes de planification.
Le proble`me de planification de mouvement que nous conside´rons dans cette
section consiste a` trouver un chemin τ : [0, 1] → Xfree entre deux e´tats xstart et
xgoal pour une tige e´lastique flottante tels que τ(0) = xstart et τ(1) = xgoal, ou`
Xfree repre´sente l’espace d’e´tats de la tige libre de collisions. Dans les cas ou` l’on
ne conside`re que l’espace des configurations, on a alors X = C. Nous emploierons la
notation q pour une configuration et x pour un e´tat.
Nous ne nous inte´ressons pas ici a` la planification qui se trouve en amont des
pinces robotise´es telles que par exemple les bras robotiques qui manipulent la tige.
Comme nous le verrons par la suite, il nous sera aussi possible d’obtenir la solution
au proble`me de manipulation de la tige, a` savoir la se´quence des commandes a`
appliquer sur les manipulateurs.
Une premie`re approche na¨ıve consiste a` inte´grer le simulateur XDE utilise´ en
tant que ”boˆıte noire” dans les me´thodes de planification de mouvement avec prise
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en compte de la dynamique introduites en Section 1.1.6. En conside´rant l’espace des
commandes repre´sente´es par les forces et couples applique´s sur la tige, l’utilisation
de commandes ale´atoires sur le simulateur me`ne a` une exploration peu efficace de
l’espace d’e´tats de la tige. De plus, le couˆt de calcul e´leve´ lie´ a` l’utilisation du
simulateur ne permet pas des re´sultats satisfaisants, ce qui nous ame`ne a` proposer
d’autres solutions.
Dans ce chapitre, nous pre´sentons en Section 3.1 une premie`re approche permet-
tant d’aborder le proble`me de la grande dimensionnalite´ de l’espace X de la tige par
les techniques de re´duction de dimension. Nous verrons ensuite en Section 3.2 qu’il
est possible de planifier efficacement pour une tige e´lastique de Kirchhoff dans le cas
quasi-statique graˆce aux proprie´te´s des configurations a` l’e´quilibre vues au Chapitre
2. Enfin, nous pre´senterons en Section 3.3 comment tirer parti de ces proprie´te´s pour
la planification de tiges e´lastiques de Timoshenko en conside´rant leur dynamique et
les contacts avec l’environnement graˆce au simulateur XDE.
3.1 Re´duction de dimension pour la planification de
mouvement
Bien que les me´thodes de planification a` e´chantillonnage ale´atoire peuvent re´soudre
bien plus efficacement des proble`mes a` haute dimension que les me´thodes de´terministes,
le fle´au de la dimension demeure l’un des principaux de´fis en planification de mou-
vement. Dans cette section, nous pre´sentons deux approches qui permettent de
re´soudre des proble`mes hautement dimensionne´s en limitant la recherche des so-
lutions dans un espace re´duit.
3.1.1 Me´thodes de re´duction de dimension line´aires pour des tiges
de´formables
L’Analyse en Composantes Principales (ACP) [Jolliffe 02] est un outil statistique
de re´duction de dimension. E´tant donne´ un ensemble de donne´es de´finies dans un
espace de dimension n, peut-on repre´senter ces points dans un sous-espace line´aire de
dimension plus faible ? Cette approche a e´te´ utilise´e en planification de trajectoires
pour des objets rigides en montrant ses limites [Dalibard 11] lors d’une utilisation
en ligne pour controˆler l’e´tape d’extension du RRT.
Dans notre approche, l’ide´e n’est pas d’utiliser la me´thode ACP pour modifier
les e´tapes du RRT lors l’extension de l’arbre mais de travailler directement dans un
espace de plus faible dimension graˆce a` un pre´-analyse de la dispersion des e´tats
de de´formation de la tige. Nous cherchons a` capturer les line´arite´s de la variation
des de´placements le long de la tige via des me´thodes de re´duction line´aire telles que
l’ACP. Pour cela, il convient de poser les hypothe`ses suivantes :
— nous restons dans le domaine des petites de´formations de la tige, ce qui n’exclut
pas les grands de´placements ;
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— nous n’autorisons pas les contacts, afin d’e´viter les fortes non-line´arite´s que
cela induirait sur la variation des de´placements.
En discre´tisant la tige par un nombre fini de nœuds N , sa configuration peut
eˆtre exprime´e par le de´placement δp de chacun de ses nœuds dans l’espace des
positions 6D SE(3). Notons que, autorisant de grands de´placements, il est im-
possible de travailler dans l’espace des positions 6D infinite´simales se(3) qui est
home´omorphe a` un espace vectoriel. Dans [Mahoney 10], les auteurs ont applique´
ce type de description pour des corps de´formables quelconques, mais ont limite´ leur
repre´sentation des configurations a` la partie translation de chacun des de´placements
des nœuds. L’espace des configurations du corps de´formable re´sultant, appele´ es-
pace des de´formations, de dimension n = 3N et note´ D, est home´omorphe a` Rn.
En appliquant une ACP comme me´thode de re´duction de dimension a` l’espace
des de´formations D, un espace des de´formations re´duit DR de dimension n′ bien
infe´rieure a` n est obtenu et offre une bonne approximation de l’espace des de´formations.
Dans cette section, nous e´tudions et analysons ces travaux comme une premie`re ap-
proche au proble`me de planification de mouvement pour des tiges e´lastiques et nous
e´tablissons ses limitations.
3.1.1.1 Analyse en Composantes Principales de l’espace des de´formations
Pour pouvoir appliquer une ACP, l’espace des de´formations doit eˆtre au pre´alable
approxime´ par un jeu d’observations repre´sentatives via la matrice d’observation
M =
 δp1,1 · · · δp1,n... . . . ...
δpm,1 · · · δpm,n

ou` m est le nombre d’observations. Chaque ligne de la matrice d’observation de´crit
un e´tat de de´formation issu d’un mode`le quelconque. La matrice posse`de n colonnes
qui correspondent aux parame`tres ne´cessaires pour de´crire un e´tat donne´ de la tige
et qui de´pendent du mode`le conside´re´.
Dans notre e´tude, la matrice d’observation M est obtenue en manipulant la tige
a` ses extre´mite´s par des pinces robotiques et en appliquant des consignes en position
6D sur ces pinces. Notons que, dans le cas ge´ne´ral, la tige a une vitesse non nulle et
chaque e´tat de la tige doit eˆtre alors de´crit dans l’espace des phases, en conside´rant
position et vitesse de chaque nœud.
Soit la matrice de covariance cov(C) des donne´es centre´es sur la moyenne C =
M−M¯, ou` M¯ est la matrice des moyennes par parame`tre. La matrice de covariance
cov(C) refle`te les corre´lations entre les de´placements des noeuds et est donne´e par
cov(C) = 1
m− 1C
TC. (3.1)
Les valeurs propres de la matrice de covariance nous indiquent la corre´lation
entre les parame`tres et nous permettent de de´finir la matrice de transformation de
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base T ∈ Rn′×n compose´e des n′ vecteurs propres correspondants aux plus grandes
valeurs propres. Notons que d’apre`s la de´finition de la matrice de covariance donne´e
en (3.1), cette matrice est syme´trique de´finie semi-positive, ce qui implique que ses
valeurs propres sont toutes re´elles et non ne´gatives.
La matrice de transformation T nous donne alors une nouvelle base qui minimise
la norme de tous les e´chantillons au sens des moindres carre´s. La matrice d’obser-
vation re´duite MR ∈ Rm×n′ est donne´e par MR = MTT . Re´ciproquement, les
observations re´duites peuvent eˆtre ramene´es dans l’espace vectoriel original Rm×n
en utilisant la transpose´e de la matrice de transformation. La matrice d’observation
reconstitue´e re´sultante est donne´e par M˜ = MRT.
3.1.1.2 Application aux me´thodes a` e´chantillonnage ale´atoire
L’hypothe`se d’absence de contacts nous permet de de´coupler la partie base flot-
tante et la partie de´formation de l’espace d’e´tat par X = F × D. Les e´tats de la
tige sont repre´sente´s par le vecteur x = (f d)T ∈ X . L’espace F ⊆ SE(3) est
l’ensemble des positions 6D f possibles de la base de la tige, alors que l’espace des
de´formations D est l’ensemble des de´formations d possibles de la tige par rapport a`
son e´tat au repos. L’espace des de´formations est typiquement de dimension e´leve´e de
par la conside´ration de l’ensemble des degre´s de liberte´ des particules. Sa topologie
de´pend du mode`le de tige conside´re´ comme cela sera de´taille´ dans les paragraphes
qui suivent.
L’ide´e essentielle de cette approche est de limiter la recherche dans un espace
des de´formations re´duit DR de dimension n′ avec n′ << n, obtenu graˆce a` l’ACP.
Comme l’ACP nous donne une nouvelle base a` travers la matrice T pour un espace
vectoriel, l’espace re´duit re´sultant DR est aussi une line´arisation et consiste en un
espace vectoriel. Chaque e´tat xrand est e´chantillonne´ dans Rn
′ et l’on peut conside´rer
la distance euclidienne sur Rn′ comme me´trique. Aussi, chaque e´tat dR ∈ DR peut
eˆtre ramene´ dans l’espace des de´formations complet D pour les tests de collision par
d = TTdR. Re´ciproquement, chaque de´formation d ∈ D peut eˆtre projete´e dans
l’espace des de´formations re´duit DR par dR = Td.
Le succe`s de cette approche re´side dans la capacite´ a` projeter les de´formations
dans l’espace re´duit ayant une dimension bien infe´rieure a` la dimension initiale et en
permettant une erreur suffisamment faible lie´e a` la projection. Ceci se traduit par un
une forte disparite´ dans les valeurs propres de la matrice de covariance cov(C), avec
un faible nombre de valeurs propres significatives et un grand nombre de valeurs
propres proches de ze´ro.
3.1.1.3 Re´sultats
Nous avons utilise´ le moteur physique XDE (cf. Section 1.2.4.2) qui permet
de simuler pre´cise´ment des tiges de type Timoshenko afin de ge´ne´rer la matrice
d’observation M. Les parame`tres utilise´s pour nos re´sultats expe´rimentaux sont de
N = 100 nœuds pour la tige et de m = 500 observations pour la matrice M. Sans
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perte de ge´ne´ralite´, la tige a e´te´ conside´re´e de longueur unitaire, soit ici 1 m, afin de
faciliter l’analyse des erreurs. Notons que le rayon est de 0.02 m et que nous obtenons
ainsi un ratio de 1/25 entre la dimension dominante de la tige et les deux autres,
respectant l’hypothe`se de milieu de´formable unidimensionnel. Nous pre´sentons ici
nos re´sultats sur la re´duction de dimension de l’espace des de´formations applique´e a`
diffe´rents mode`les de tige en analysant l’erreur entre les de´formations observe´es d et
les de´formations reconstruites apre`s projection dans l’espace re´duit, i.e. d˜ = TTTd.
Enfin, nous e´tudions la qualite´ de couverture de l’espace re´duit par rapport a` l’espace
des de´formations complet en analysant les erreurs avec d’autres observations que
celles utilise´es pour calculer la re´duction.
Mode`le de tige de Kirchhoff dans l’espace des configurations Conside´rant
uniquement 3 degre´s de liberte´ pour chaque particule comme dans [Mahoney 10], la
tige peut eˆtre de´crite par la courbe
q : [0, 1]→ R3.
La discre´tisation de la tige par N nœuds me`ne a` un espace d’e´tats home´omorphe
a` Rn avec n = 3N et chaque position d’un nœud peut eˆtre de´crite par le vecteur
ligne pT ∈ R3. La restriction a` la partie en translation de chaque position 6D des
nœuds limite le mode`le de de´formation. A partir de la courbe q(t) dans R3, il est
possible de calculer le repe`re de Frenet en chaque point. Cette description est alors
compatible avec les tiges de Kirchhoff. Comme chaque e´tat d’un nœud est un e´le´ment
d’un espace vectoriel, chaque de´placement s’exprime sous la forme δpi = pi − p¯i ou`
p¯i est la position au repos du i-e`me nœud.
Figure 3.1 – k premie`res valeurs propres λk obtenues par l’ACP sur l’espace D via une
description de la tige en position 3D dans R3 (a` gauche) et l’erreur en translation t due a`
l’approximation (a` droite).
Nous avons utilise´ N = 100 nœuds pour les expe´rimentations soit un espace
des de´formations de dimension n = 300. La Figure 3.1 montre les principales va-
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leurs propres λk et l’erreur en translation t entre les de´formations observe´es et
reconstitue´es apre`s re´duction. L’erreur de´croit quasi-exponentiellement lorsque la
dimension re´duite n′ tend vers la dimension initiale n. Ceci implique qu’il existe une
base de faible dimension dans laquelle il est possible de repre´senter la matrice d’ob-
servation avec une erreur faible. Ainsi, on obtient une erreur moyenne de 10−3 m
a` partir de n′ = 19, ce qui repre´sente un rapport de re´duction proche de 16 par
rapport a` la dimension n de l’espace des de´formations.
Mode`le de tige de type Cosserat dans l’espace des configurations D’apre`s
la the´orie de Cosserat, chaque particule posse`de 6 degre´s de liberte´s en translation
et orientation. Ainsi, on peut assimiler l’espace des configurations d’une particule
au groupe de Lie SE(3) et une tige de Cosserat peut eˆtre de´crite par l’application
q : [0, 1]→ SE(3) .
Cette description est compatible avec les diffe´rents mode`les de tiges traite´s dans
cette the`se. En effet, nous avons vu qu’une tige de Cosserat e´quivaut au mode`le
de Timoshenko graˆce aux 6 degre´s de liberte´ de chaque point mate´riel. Il est aussi
possible de repre´senter une tige de Kirchhoff avec une telle repre´sentation en contrai-
gnant 3 degre´s de liberte´. Une discre´tisation de la tige par N nœuds induit un espace
d’e´tats home´omorphe a` SE(3)N . Comme nous autorisons de grands de´placements
pour la tige, il est impossible de nous placer dans le cas de petites rotations pou-
vant eˆtre de´crites par l’espace tangent a` l’espace des rotations. La partie rotation
SO(3) doit alors eˆtre repre´sente´e par une parame´trisation globale telle que les qua-
ternions unitaires. Ceux-ci offrent une parame´trisation compacte via quatre coeffi-
cients re´els soumis a` une seule contrainte de norme unitaire. Il est alors aise´ d’appli-
quer cette contrainte pour normaliser un quaternion quelconque, hors singularite´s.
Chaque configuration d’un nœud est alors de´crite par le vecteur ligne p = (t h)T
de dimension 7, ou` t ∈ R3 de´crit la partie translation et ou` le quaternion unitaire
h = (h0 h1 h2 h3) ∈ H tel que ‖h‖ = 1 de´crit la partie rotation. Un de´placement
d’une particule s’exprime alors dans SE(3) et est donne´ par δpi = p¯−1i pi, ou`
pi ∈ SE(3) est la position a` la configuration de de´formation et p¯i ∈ SE(3) la
position a` la configuration de repos du i-e`me nœud.
Comme les quaternions unitaires de´crivent une sous-varie´te´ dans R4, il est im-
portant de souligner certains points lorsque l’on projette un e´tat re´duit vers l’espace
des de´formations complet. Typiquement, la contrainte de norme unitaire ne sera plus
respecte´e et le phe´nome`ne s’accentue lorsque la dimension de re´duction n′ diminue.
Il est possible de projeter les quaternions reconstruits sur la sous-varie´te´ des quater-
nions unitaires via leur normalisation, mais cette ope´ration implique une erreur qui
s’ajoutera a` l’erreur lie´e a` l’ope´ration de re´duction.
En conside´rant 6 degre´s de liberte´ par nœud, la dimension de l’espace des
de´formations est double´e par rapport au mode`le purement translationnel. Dans nos
expe´rimentations, la dimension passe alors a` n = 600 pour N = 100 nœuds car
n = 6N . Notons cependant que, comme chaque position 6D doit eˆtre de´crite par 7
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Figure 3.2 – k premie`res valeurs propres λk obtenues par l’ACP sur l’espace D via descrip-
tion de la tige en position 6D dans SE(3).
Figure 3.3 – Erreurs en translation t (en bleu) et rotation r (en rouge) dues a` l’approxi-
mation apre`s re´duction de l’espace D par une ACP en utilisant une description de la tige en
position 6D dans SE(3).
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parame`tres, la matrice d’observations M posse`de 7N colonnes. On peut constater
une de´croissance moins importante que dans le cas du mode`le purement tridimen-
sionnel. Une erreur en translation t de 10−3 m est atteinte a` partir d’une dimension
de re´duction de n′ = 50 et on obtient une erreur en rotation r de 10−3 rad a` partir
de n′ = 57. Le ratio de re´duction est donc ici le´ge`rement infe´rieur (10 a` 12) de par
la prise en compte de la varie´te´ des rotations qui implique une renormalisation des
quaternions et donc une erreur supple´mentaire.
Mode`le de tige de type Cosserat dans l’espace d’e´tat Ne souhaitant pas
nous limiter a` de la manipulation quasi-statique, nous avons ge´ne´re´ des e´tats dyna-
miques via la simulation et cette dynamique doit alors eˆtre inte´gre´e dans l’espace
d’e´tat de la tige. La tige de Cosserat de´finie dans l’espace d’e´tat peut alors eˆtre
de´crite par l’application
x : [0, 1]→ TSE(3).
ou` TSE(3) est le fibre´ tangent au groupe de Lie SE(3) et est home´omorphe a`
SE(3)× se(3).
Chaque e´tat d’un nœud est de dimension 12 et peut eˆtre de´crit par le couple
(p p˙) avec p = (t h) et p˙ = (v w), ou` t ∈ R3 repre´sente la translation, h ∈ H
tel que ‖h‖ = 1 est un quaternion unitaire repre´sentant la partie rotation, v ∈ R3
la vitesse line´aire et w ∈ R3 la vitesse angulaire avec wˆ ∈ so(3). Ainsi, chaque e´tat
d’un nœud peut eˆtre parame´tre´ par 13 coefficients re´els. La dimension de l’espace de
de´formation est de n = 12N soit n = 1200 dans notre cas et la matrice d’observation
M posse`de 13N colonnes.
Figure 3.4 – k premie`res valeurs propres λk obtenues par l’ACP sur l’espace D via descrip-
tion de la tige en position et vitesse 6D dans TSE(3).
Les diffe´rentes erreurs illustre´es en Figure 3.5 montrent une de´croissance de l’er-
reur moins marque´e de par l’inclusion de nouveaux degre´s de liberte´ pour chaque
nœud.
Une erreur en translation t de 10−3 m est atteinte a` partir de n′ = 122, en
rotation r de 10−3 rad a` partir de n′ = 132, en vitesse line´aire v de 10−3 ms−1 a`
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Figure 3.5 – Erreurs en translation t (en bleu), rotation r (en rouge), vitesse line´aire v
(vert) et vitesse angulaire w (violet) dues a` l’approximation apre`s re´duction de l’espace D
par une ACP en utilisant une description de la tige en position et vitesse 6D dans TSE(3).
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partir de n′ = 123 et en vitesse angulaire w de 10−3 rad.s−1 a` partir de n′ = 121.
Ces re´sultats impliquent un taux de re´duction entre 9 et 10.
Notons qu’en proce´dant se´pare´ment pour chaque sous-espace de l’e´tat (transla-
tion, rotation, etc.), nous obtenons une dimension de re´duction cumule´e tre`s proche
de la dimension de re´duction de l’espace global pour une meˆme erreur. L’ACP e´tant
une me´thode de re´duction line´aire, ce re´sultat e´tait pre´visible.
Analyse de la couverture de l’espace des de´formations Dans l’ensemble,
les re´sultats pre´sente´s nous ont montre´ une erreur qui de´croˆıt rapidement avec la
dimension de re´duction sur les observations reconstruites apre`s re´duction. Nous nous
inte´ressons a` pre´sent a` la qualite´ de couverture de l’espace des de´formations complet
par l’espace re´duit. Pour cela, la matrice de transformation de base T est comme
pre´ce´demment construite a` partir de m observations donne´es via la matrice M.
La Figure 3.6 pre´sente les erreurs obtenues entre mV de´formations observe´es et
de´formations reconstruites apre`s re´duction sur un jeu diffe´rent d’observations en
utilisant la matrice de transformation T pre´alablement construite. Nous pouvons
observer qu’une erreur en translation t de 10−3 m est atteinte a` partir de n′ = 126,
en rotation r de 10−3 rad a` partir de n′ = 136, en vitesse line´aire v de 10−3 m.s−1
a` partir de n′ = 125 et en vitesse angulaire w de 10−3 rad.s−1 a` partir de n′ = 125.
Ces re´sultats sont stables pour diffe´rents jeux d’observations, que ce soit sur la phase
d’apprentissage de la nouvelle base de´finie par T ou sur les observations valide´es.
L’erreur de´croit sensiblement moins rapidement et le taux de re´duction est alors
ramene´ a` un ratio de 8 a` 10.
Ainsi, une dimension re´duite n′ supe´rieure a` environ 135 est requise pour une
bonne qualite´ d’approximation (erreurs infe´rieures a` 10−3) lie´e a` la re´duction de
l’espace et une bonne couverture de l’ensemble des de´formations.
Conclusion sur la re´duction de dimension par ACP Nous avons e´tudie´ dans
cette section une me´thode de re´duction de dimension qui permet de contourner les
principaux proble`mes lie´s a` l’application des me´thodes de planification probabilistes
aux corps de´formables. En effet, cette approche de type re´gression line´aire permet
d’apprendre le mode`le de de´formation dans une phase hors-ligne, ou` sont ge´ne´re´es
les observations. Il est alors tout a` fait envisageable d’employer des simulateurs
couˆteux et pre´cis, comme ceux base´s sur les me´thodes a` e´le´ments finis. De plus,
cette approche permet de capturer les line´arite´s du mode`le, offrant un espace de
dimension re´duit qui est un espace vectoriel. Ces derniers sont particulie`rement
adapte´s aux me´thodes a` e´chantillonnage ale´atoire. Dans le cas de tige de Kirchhoff,
il est possible de travailler dans un espace de dimension 20.
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Figure 3.6 – Erreurs en translation t (en bleu), rotation r (en rouge), vitesse line´aire l
(vert) et vitesse angulaire w (violet) dues a` l’approximation apre`s re´duction de l’espace D
par une ACP en utilisant une description de la tige en position et vitesse 6D dans TSE(3)
sur un jeu d’observations diffe´rents du jeu d’apprentissage.
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Cependant, nous avons vu que dans les cas des tiges de Timoshenko et de l’exten-
sion a` l’espace d’e´tat cette nouvelle dimension demeure trop e´leve´e pour permettre
une re´solution dans des temps raisonnables, ce qui explique pourquoi nous avons
choisi de ne pas imple´menter d’algorithme de planification base´ sur cette approche.
Il est important de souligner que la dimension re´duite n′ ne de´pend pas de la
dimension n de l’espace de de´formation complet pour une valeur suffisamment grande
de n. Nous avons analyse´ les erreurs pour diffe´rents nombres de nœuds de la tige, a`
savoir N = 50, N = 100 et N = 200, et nous obtenons des re´sultats similaires. Notre
choix d’utiliser N = 100 nœuds pour ces expe´rimentations e´tait principalement
motive´ pour assurer la cohe´sion avec les diffe´rentes approches pre´sente´es dans ce
chapitre.
3.1.2 Trajectoires irre´ductibles
Une autre approche a` la re´duction de dimension consiste a` conside´rer la redon-
dance des syste`mes me´caniques afin de les simplifier. Nous pouvons mode´liser la tige
comme un robot se´rie comportant n corps rigides articule´s par des liaisons roto¨ıdes.
Si n est suffisamment grand, nous obtenons une bonne repre´sentation ge´ome´trique
mais qui ne´cessite une exploration dans un espace de grande dimension. Les tra-
vaux que nous pre´sentons en [Orthey 15] permettent de calculer la structure mini-
male de chaˆınes articule´es arborescentes de corps rigides. Si nous savons planifier
une trajectoire pour une extre´mite´ de la tige qui respecte des contraintes de cour-
bure, nous avons une solution au proble`me de planification en ayant simplifie´ a`
l’extreˆme le mode`le puisqu’il n’inclut aucune contrainte me´canique mais seulement
des contraintes de courbure maximale. C’est un mode`le qui peut convenir dans cer-
taines applications, cependant la mode´lisation de tiges par de telles structures est
peu re´aliste. De plus, la restriction a` la planification pour une extre´mite´ de la tige ne
nous permet plus de garantir la comple´tude du proble`me de planification pour l’en-
semble de la tige. Ce travail est plus inte´ressant pour des structures arborescentes,
de type robot humano¨ıde, que pour des tiges. Ainsi, ce travail n’est pas pre´sente´ en
de´tail dans cette the`se.
3.1.3 Conclusion
Nous avons aborde´ dans cette section deux me´thodes permettant de rechercher
des solutions a` un proble`me de planification dans un espace de dimension re´duite.
Dans la continuite´ des me´thodes de re´duction line´aires, il serait inte´ressant d’e´tendre
cette e´tude aux me´thodes de re´duction de dimension de type non-line´aires telles que
[Tenenbaum 00, Roweis 00]. Cependant, ces me´thodes demandent ge´ne´ralement une
connaissance a` priori du mode`le et peuvent s’ave´rer extreˆmement complexes a` mettre
en œuvre.
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3.2 Le cas quasi-statique
Comme pre´sente´ en de´tail au Chapitre 2, les configurations a` l’e´quilibre d’une
tige tridimensionnelle e´lastique de Kirchhoff forment une varie´te´ clairement identifie´e
de faible dimension avec n = 6. De plus, il a e´te´ montre´ que cette varie´te´ peut eˆtre
parame´tre´e globalement avec une carte unique, offrant une description sous forme
d’espace vectoriel de l’espace des configurations des configurations a` l’e´quilibre. Des
travaux tels que [Berenson 09] ont permis d’e´tendre l’application des me´thodes a`
e´chantillonnage ale´atoire sur des varie´te´s munies d’un projecteur. Cependant la pro-
jection des configurations sur les varie´te´s ne permet plus de garantir la comple´tude
probabiliste dans le cas ge´ne´ral. Par ailleurs, lorsqu’une varie´te´ de dimension n
est munie d’une carte unique (φ,M), c’est a` dire d’une parame´trisation globale φ
de M, avec φ : M → Rn, les me´thodes a` e´chantillonnage ale´atoire peuvent alors
eˆtre efficacement applique´es sur ces parame´trisations qui sont des espaces vectoriels.
Nous pre´sentons ici comment exploiter efficacement ces re´sultats pour re´soudre le
proble`me de planification de mouvement d’une tige e´lastique flottante, manipule´e
par ses extre´mite´s, dans le cas quasi-statique au moyen d’un algorithme de type
RRT appele´ FFG-RRT.
3.2.1 Parame´trisation des configurations a` l’e´quilibre
Nous rappelons ici tre`s brie`vement le contexte et les re´sultats concernant la
caracte´risation des configurations a` l’e´quilibre des tiges de Kirchhoff graˆce a` une
approche hamiltonienne tels que pre´sente´s en de´tail en Section 2.2.3. Conside´rons
l’e´quilibre statique d’une tige e´lastique de type Kirchhoff, naturellement droite, de
longueur unitaire et maintenue a` ses extre´mite´s. En notant t ∈ [0, 1] l’abscisse cur-
viligne le long de la fibre neutre de la tige, la position 6D de la tige est de´crite par
l’application continue q : [0, 1]→ SE(3) telle que
q˙ = q
( 3∑
i=1
uiXi +X4
)
ou` u : [0, 1] → R3 de´crit les de´formations en torsion (pour i = 1) et flexion (pour
i = 2, 3) et ou` Xi , i = {1, . . . , 6} est une base de se(3), l’alge`bre de Lie associe´e a`
SE(3). En conside´rant l’e´nergie potentielle e´lastique telle que de´finie en (2.28), il
est possible de formuler le proble`me d’e´quilibre statique d’une tige de Kirchhoff par
le proble`me de commande optimale (2.29). Les conditions ne´cessaires et suffisantes
d’optimalite´ donne´es par les The´ore`mes 2 et 3 respectivement, montrent que l’espace
Qstable des configurations a` l’e´quilibre statique de´finies par (q,u) est une varie´te´ de
dimension 6 munie d’une carte unique
(
Qstable,Ψ−1
)
dont les coordonne´es forment
l’espace Astable ⊂ A ⊂ R6, i.e. Ψ : Astable → Qstable. Nous verrons que cet espace des
coordonne´es Astable, qui est un espace vectoriel de dimension 6, permet d’appliquer
les me´thodes a` e´chantillonnage ale´atoire sur l’espace des configurations a` l’e´quilibre
Qstable.
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De plus, les conditions suffisantes d’optimalite´ nous donnent un crite`re pour
caracte´riser l’ensemble des coordonne´es parame´trant Qstable par Astable = {a ∈
A | det J(t,a) 6= 0 , ∀t ∈ (0, 1]}, ou` J(t,a) est la matrice jacobienne de´crivant les
variations des positions q(t,a) de la tige par rapport aux coordonne´es a. Ces varia-
tions e´tant trivialise´es a` gauche, nous rappelons ici que cette matrice introduite en
(2.62) s’exprime sous la forme
J(t,a) =
[(
q(t,a)−1∂q(t,a)
∂a1
)ˇ . . . (q(t,a)−1∂q(t,a)
∂an
)ˇ]
ou` q(t,a)−1∂q(t,a)
∂aj
∈ se(3) repre´sente les variations dans le repe`re local par rapport
aux variations en aj .
3.2.2 Formulation du proble`me
L’espace des configurations d’une tige de Kirchhoff flottante, sans contact, ma-
nipule´e par ses extre´mite´s et a` l’e´quilibre statique est une varie´te´ de dimension 12
qui peut s’e´crire sous la forme X = F × Qstable, ou` F ⊂ SE(3) est l’ensemble des
positions possibles de la base de la tige et Qstable est l’espace des configurations a`
l’e´quilibre statique parame´tre´ par l’unique carte Astable. Ce de´couplage entre po-
sition de la tige dans l’espace et sa configuration de de´formation est permis graˆce
a` l’hypothe`se d’absence de contacts. Comme nous ne conside´rons pas de mode`le
dynamique pour la tige dans cette approche, l’espace X consistera uniquement en
l’espace des configurations.
Pour pouvoir appliquer les me´thodes a` e´chantillonnage ale´atoire sur un tel syste`me,
il convient d’eˆtre capable :
— de tirer ale´atoirement des configurations dans l’espace X ;
— de tester si une configuration donne´e x est libre de collisions, i.e. x ∈ Xfree.
Ces deux ope´rations e´le´mentaires ne´cessitent des calculs couˆteux dont la majeure
partie est commune.
3.2.2.1 E´chantillonnage ale´atoire uniforme des configurations
E´chantillonner uniforme´ment dans l’espace F qui est un sous-espace de SE(3) est
un proble`me largement e´tudie´ (cf. [Yershova 09]) et conside´re´ comme re´solu. L’espace
Astable parame´trant les de´formations a` l’e´quilibre statique ne´cessite un traitement
particulier qu’il convient de de´tailler. L’espace Astable est un sous-espace de R6 ou`
chaque e´le´ment doit satisfaire deux conditions :
1. Les coordonne´es a ne doivent pas correspondre a` la configuration singulie`re,
i.e. a ∈ A ;
2. La matrice jacobienne J(t,a) doit eˆtre de rang plein pour tout t ∈ (0, 1], i.e.
a ∈ Astable.
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En the´orie, la probabilite´ pour que des coordonne´es a tire´es ale´atoirement cor-
respondent a` la configuration singulie`re est nulle car celle-ci repre´sente une varie´te´
de dimension infe´rieure. En pratique, bien que cette probabilite´ soit tre`s faible elle
doit eˆtre prise en compte et peut aise´ment eˆtre ge´re´e par rejet.
Le test de non-de´ge´ne´rescence de la matrice jacobienne ne´cessite le calcul expli-
cite de celle-ci. Concre`tement, pour des coordonne´es a ∈ A, il convient de calculer
le de´terminant de J(t,a) puis de rejeter les coordonne´es si il existe une valeur de
t ∈ (0, 1] pour laquelle celui-ci est nul.
Ainsi, en utilisant la me´thode de rejet sur ces deux conditions, on obtient un
e´chantillonnage ale´atoire uniforme sur Astable.
3.2.2.2 Test de collision
Afin de pouvoir tester si la configuration d’une tige x est en collision avec les
obstacles de son environnement ou en auto-collision, il est ne´cessaire de calculer
la position et forme de la tige dans l’espace de travail W, ce qui permet ensuite
d’effectuer un test de collision purement ge´ome´trique via l’approche pre´sente´e dans
[Agarwal 04] a` l’aide de l’un des nombreux outils existants. Pour cela, nous e´tendons
la de´finition du Mode`le Ge´ome´trique Direct (MGD) pre´sente´e en Section 1.1.3.1 aux
tiges e´lastiques. Comme nous devons conside´rer la ge´ome´trie de la tige en tout point
et non uniquement la position de son organe terminal, l’application correspondant
au MGD est parame´tre´e par la position t ∈ [0, 1] le long de la tige.
Graˆce au de´couplage de l’espace X , le calcul du MGD re´side essentiellement dans
le calcul de l’application Ψ : Astable → Qstable qui est de´finie par plusieurs syste`mes
diffe´rentiels. Pour calculer Ψ(a), il convient alors de re´soudre nume´riquement ces
syste`mes diffe´rentiels, et l’on obtient alors la ge´ome´trie de la tige q(t) sous forme
discre´tise´e par une polyligne 3D ou` chaque nœud de´crit une position 6D dans SE(3).
Dans notre imple´mentation, nous avons choisi d’approximer ge´ome´triquement la
tige par un volume englobant constitue´ d’une se´quence de capsules dont le volume
global surestime d’une tole´rance  le volume de la tige. En utilisant diffe´rentes va-
leurs de tole´rance, nous avons construit une hie´rarchie de volumes englobants telle
qu’illustre´e en Figure 3.7 permettant d’acce´le´rer conside´rablement les tests de colli-
sion.
On conside`re que une configuration x de la tige est libre de collision, i.e. x ∈
Xfree, si et seulement si elle respecte les conditions suivantes :
— la tige n’est pas en auto-collision ;
— la tige n’est pas en collision avec les obstacles de l’environnement.
On peut alors rede´finir l’ouvert Xfree par Xfree = X \ (Xobs ∪ Xself ), ou` les ferme´s
Xobs et Xself repre´sentent respectivement l’ensemble des configurations en collision
avec les obstacles et en auto-collision.
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Figure 3.7 – Diffe´rents niveaux k d’une hie´rarchie de volumes englobants pour une confi-
guration donne´e de la tige (a), ou` la tole´rance  augmente avec chaque niveau menant a` une
approximation de la ge´ome´trie de plus en plus grossie`re (b, c et d).
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3.2.2.3 Approximation au voisinage du MGD
En planification de mouvement, le test de collision est ge´ne´ralement le goulot
d’e´tranglement du temps de calcul. En comparaison, le MGD implique un couˆt
ne´gligeable pour la plupart des syste`mes tels que les chaˆınes cine´matiques car il
s’appuie sur des formes analytiques. Dans notre cas, le MGD consiste a` calculer
l’application q(t,a) pour t ∈ [0, 1]. Ceci revient a` re´soudre nume´riquement deux
syste`mes diffe´rentiels non-line´aires de dimension 6. Or, les solutions de ces syste`mes
sont ne´cessaires pour re´soudre les deux autres syste`mes diffe´rentiels de dimension 36
permettant le calcul de la matrice jacobienne afin de ve´rifier sa non-de´ge´ne´rescence.
De plus, leur inte´gration nume´rique implique l’utilisation d’une re´solution suffisam-
ment fine pour assurer une faible erreur d’inte´gration. Le nombre de nœuds de la
tige est alors lie´ a` cette re´solution. De par la ne´cessite´ d’un nombre e´leve´ de nœuds
et de la haute dimensionnalite´ des syste`mes diffe´rentiels, le couˆt de calcul du MGD
devient e´quivalent, ou supe´rieur, a` celui du test de collision.
Approximation au premier ordre du MGD Dans les phases de planification
locale des me´thodes a` e´chantillonnage, les MGD sont recalcule´s entie`rement pour des
configurations voisines. Pour des coordonne´es a donne´es, il est alors possible de tirer
parti du calcul pre´alable de la matrice jacobienne pour approximer le voisinage du
MGD, puisque cette matrice de´crit les variations au premier ordre de la ge´ome´trie de
la tige par rapport aux coordonne´es a. Comme l’application q : [0, 1]×A → SE(3)
est de classe C∞ [Bretl 14], il est possible d’utiliser une approximation de Taylor au
premier ordre sur les groupes de Lie. Au voisinage des coordonne´es a, une variation
δa entraine un de´placement infinite´simal ξ = J(t,a)δa avec ξˆ ∈ se(3). On peut alors
exprimer la ge´ome´trie approxime´e de la tige par
q˜(t,a + δa) = q(t,a) exp(ξˆ) (3.2)
ou` exp : se(3)→ SE(3) est l’application exponentielle.
Tel qu’illustre´ en Figure 3.8, le calcul de l’approximation donne´e en (3.2) est
environ dix fois moins couˆteux que le calcul du MGD complet, inde´pendamment du
nombre de nœuds utilise´s pour de´crire la tige.
L’utilisation d’une approximation au premier ordre est motive´e par la faible
erreur en distance entre la ge´ome´trie approxime´e par (3.2) et la ge´ome´trie exacte
obtenue par le calcul du MGD comme le montre la Figure 3.9. La fonction de distance
conside´re´e ici est la distance maximum nœud a` nœud donne´e par
ρ(qi,qj) = max
t∈[0,1]
dSE(3)(qi(t) , qj(t))
ou` dSE(3) : SE(3)×SE(3)→ R+ est une distance dans SE(3) telle que de´finie dans
[Park 95]. Ainsi, on peut en de´duire une distance maximale approximative dans
l’espace A pour laquelle l’erreur maximale est infe´rieure a` un seuil donne´.
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Figure 3.8 – Temps de calcul (e´chelle logarithmique) du MGD (en rouge) et de son ap-
proximation au premier ordre via la matrice jacobienne (en vert).
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Figure 3.9 – Mesures de l’erreur en distance entre les ge´ome´tries exactes (via MGD) et
approxime´es en fonction de la norme de la variation ‖δa‖ dans A.
3.2. LE CAS QUASI-STATIQUE 89
Validation de chemin locaux Lorsqu’une configuration xrand est e´chantillonne´e,
la me´thode directionnelle retourne un chemin local pi(λ), λ ∈ [0, 1] la reliant a` sa
plus proche voisine xnear, i.e. pi(0) = xrand et pi(1) = xnear. Notre espace X e´tant
de´couple´, les chemins locaux piF et piA dans les espaces F et A respectifs sont aussi
de´couple´s.
L’espace des positions de la base de la tige F e´tant un sous-espace de SE(3),
la ge´ode´sique dans SE(3) base´e sur la me´trique de´finie dans [Park 95] est un choix
e´vident de chemin local piF . On a alors
piF (λ) = p0 exp
(
λ log
(
p−10 p1
))
ou` p0,p1 ∈ F .
Comme pre´sente´ en Section 2.3.1.2, un choix approprie´ de me´trique sur Astable
pourrait eˆtre l’e´nergie potentielle e´lastique totale Eel. Aussi, l’espace Astable ⊂ A
e´tant un sous-espace vectoriel de dimension 6, il est possible sous certaines conditions
d’utiliser la ge´ode´sique dans R6 qui se re´duit au chemin en ligne droite
piA(λ) = λa0 + (1− λ)a1
ou` a0,a1 ∈ Astable. Cette ge´ode´sique ne nous donne aucune garantie de rester dans
l’espace Astable, ni-meˆme sur A. Ainsi, pour tout piA(λ) ∈ R6, il convient de ve´rifier
dans l’ordre les conditions suivantes :
— piA(λ) 6= (a1, 0, 0, a4, 0, 0), ∀a1, a4 ∈ R, i.e. piA(λ) ∈ A ;
— det(J(t, piA(λ)) 6= 0, i.e. piA(λ) ∈ Astable.
Ayant de´fini le chemin local pi sur l’espace X , il est possible d’utiliser une me´thode
de validation de type ite´rative par discre´tisation (cf. Section 1.1.5.4). Dans cette
approche, les tests de collision sont effectue´s progressivement le long du chemin
par incre´ments ∆x, impliquant le calcul entier du MGD pour chaque configuration
interpole´e. Il est alors possible d’utiliser l’approximation du MGD de´finie en (3.2)
pour un voisinage δa autour de coordonne´es a d’une configuration x tel qu’illustre´
en Figure 3.10.
3.2.2.4 L’algorithme de planification FFG-RRT
De par l’absence de bornes exactes sur l’erreur en ge´ome´trie lie´e a` l’approximation
donne´e en (3.2), l’algorithme de planification retournant une solution approxime´e
doit eˆtre capable de ve´rifier et de corriger celle-ci au besoin. Tel qu’illustre´ en Fi-
gure 3.11, deux diffe´rents cas de non-de´tection de collision sont possibles suite a`
l’utilisation de notre me´thode d’approximation du MGD.
Le premier cas est lie´ a` l’absence de me´trique dans l’espaceAstable telle qu’e´voque´e
pre´ce´demment. D’apre`s la topologie de Astable vue au Chapitre 2, nous savons que
l’ensemble Astable n’est pas convexe, donc il n’y aucune garantie que pour des condi-
tions aux limites dans Astable, le chemin local en ligne droite les reliant soit aussi
dans Astable.
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Figure 3.10 – Validation d’un chemin local en utilisant l’approximation du MGD par la
matrice jacobienne. La ge´ome´trie approxime´e q˜ est obtenue en utilisant la ge´ome´trie q de
la configuration a la plus proche dont le MGD a e´te´ calcule´. Le chemin local est valide´ par
discre´tisation d’un pas ∆a.
Figure 3.11 – Illustration des deux cas de non-de´tection de collision suite a` l’utilisation de
l’approximation du MGD. A gauche, le cas de non-respect des conditions de stabilite´ dans
Astable et a` droite, le cas d’une erreur en ge´ome´trie.
Le second cas est duˆ a` l’erreur sur la ge´ome´trie de la tige de par son approxima-
tion. Cette erreur est e´quivalente a` une approximation des obstacles dans l’espace
X˜obs pouvant mener a` une non-de´tection de la collision avec l’obstacle.
Afin de reme´dier a` cela, nous avons mis au point l’algorithme Fast Forward
Geometry RRT (FFG-RRT) qui encapsule l’approximation du MGD et permet de
de´tecter et corriger les erreurs lie´es a` l’approximation. La structure globale du FFG-
RRT de l’Algorithme 3 est similaire a` l’algorithme Lazy-RRT [Bohlin 00] [Bohlin 01].
L’algorithme FFG-RRT est ge´ne´rique et est particulie`rement adapte´ a` tout
syste`me dont le calcul du MGD est couˆteux et ou` il est possible d’en obtenir une
approximation pour un couˆt bien infe´rieur. Dans notre contexte de planification
pour des tiges e´lastiques de Kirchhoff, les diffe´rentes fonctions utilise´es dans les
Algorithmes 3 et 4 ont le comportement suivant :
— RANDOM SAMPLE() retourne une configuration xrand ∈ X tire´e au hasard.
Pour cela, nous devons appliquer la me´thode d’e´chantillonnage ale´atoire par
rejet pre´sente´e en Section 3.2.2.1 ;
— NEAREST(T , xrand) retourne la configuration la plus proche de xrand dans
l’arbre T en utilisant la me´trique entre deux configurations xi = (pi ai)T et
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xj = (pj aj)T
ρ(xi,xj) = w dSE(3)(pi,pj) + (1− w)‖ai − aj‖
ou` w ∈ [0, 1] de´finit la ponde´ration de chaque espace F et Astable, dSE(3) est
une me´trique dans SE(3) et ‖.‖ est la norme usuelle dans R6 ;
— APPROX EXTEND(xnear, xrand) consiste en la me´thode directionnelle com-
bine´e a` la validation du chemin local entre les configurations xnear et xrand
telle que pre´sente´e au paragraphe 3.2.2.3 ;
— PATH EXISTS(xstart, xgoal, T ) retourne vrai si un chemin existe entre les
configurations xstart et xgoal dans le graphe T ;
— FIND PATH(xstart, xgoal, T ) retourne un chemin (a` ce stade, seulement valide´
via la me´thode d’approximation) entre les configurations xstart et xgoal dans
le graphe T ;
— LOCAL PATH VALID(xi, xj) valide le chemin local entre les configurations
xi et xj sans utiliser d’approximation.
Algorithm 3 FFG-RRT(xstart, xgoal)
Input: Configurations initiale xstart et finale xgoal
Output: Un chemin solution τ ou signaler un e´chec
1: T .init(xstart)
2: for i← 1 to k do
3: xrand ← RANDOM SAMPLE()
4: xnear ← NEAREST(T ,xrand)
5: xnew ← APPROX EXTEND(xnear,xrand)
6: if xnew 6= xnear then
7: T .addVertex(xnew)
8: T .addEdge(xnear,xnew)
9: end if
10: (solved, τ)← CHECK SOLUTION(xstart,xgoal, T )
11: if solved then return τ
12: end if
13: end for
14: return failure
La fonction CHECK SOLUTION(xstart,xgoal, T ) essaie de trouver un chemin
solution dans l’arbre T entre les configurations xstart et xgoal en conside´rant les
chemins locaux valide´s par approximation. Lorsqu’une solution est trouve´e, alors la
validite´ re´elle du chemin est teste´e en calculant le MGD syste´matiquement. Si un
chemin local n’e´tait pas valide, celui-ci est supprime´ de l’arbre.
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Algorithm 4 CHECK SOLUTION(xstart,xgoal, T )
Input: Configurations initiale xstart et finale xgoal, un arbre des configurations T
Output: Un boole´en indiquant si un chemin solution existe entre xstart et xgoal
dans T et le chemin solution τ si il existe
1: if PATH EXISTS(xstart,xgoal, T ) then
2: τ ← FIND PATH(xstart,xgoal, T )
3: isSolutionValid ← true
4: for all edges (xi , xj) of τ do
5: if not LOCAL PATH VALID(xi , xj) then
6: T .removeEdge(xnear,xnew)
7: isSolutionValid ← false
8: end if
9: end for
10: if isSolutionValid then return (true, τ)
11: end if
12: end if
13: return (false, emptyPath)
3.2.3 Re´sultats expe´rimentaux
Nous allons pre´senter et analyser les re´sultats expe´rimentaux obtenus en simu-
lation pour la planification d’une tige de Kirchhoff a` base flottante en utilisant l’al-
gorithme de planification FFG-RRT. On utilise alors le mode`le permettant le calcul
exact des configurations a` l’e´quilibre et l’approximation du MGD par la matrice
jacobienne dans l’objectif de re´duire les temps de calcul.
3.2.3.1 De´tails d’imple´mentation
L’approche Fast Forward Geometry permettant l’approximation du MGD par
la matrice jacobienne a e´te´ inte´gre´e aux algorithmes de planification RRT et RRT-
Connect [Kuffner 00] et nous avons imple´mente´ les algorithmes re´sultants, respec-
tivement FFG-RRT et FFG-RRT-Connect, en nous appuyant sur la bibliothe`que
C++ de planification de mouvement OMPL [Sucan 12]. Les tests de collision ont
e´te´ effectue´s graˆce a` la bibliothe`que FCL [Pan 12]. Les bancs d’essai ont e´te´ re´alise´s
sur un PC avec 8Go de me´moire vive et en utilisant un seul cœur d’un processeur
Intel Core i7-2720QM cadence´ a` 2,2Ghz.
3.2.3.2 Sce´narios du banc d’essai
Nous avons se´lectionne´ quatre sce´narios afin de valider l’efficacite´ de notre ap-
proche. Deux d’entre eux (Figure 3.12) consistent en des sce´narios acade´miques per-
mettant de mettre en avant une difficulte´ spe´cifique. Les deux autres sce´narios corres-
pondent a` des cas industriels (Figure 3.13) d’une e´tude de de´sassemblage d’un caˆble
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Figure 3.12 – Les sce´narios Crack (a` gauche) et Backward (a` droite). Les configurations de
de´part et finale sont repre´sente´es en vert et rouge respectivement.
d’un bloc moteur. Notons que la re´solution d’un proble`me d’assemblage peut eˆtre ob-
tenue syme´triquement en inversant les conditions initiales et finales du proble`me. Sur
tous ces sce´narios, le proble`me de planification ne peut pas eˆtre re´solu en de´plac¸ant
uniquement la base mobile de la tige, i.e. la solution impose a` la tige de se de´former.
— Crack : Mode`le le´ger ou` la tige doit passer a` travers un passage e´troit de type
fente. La longueur et le diame`tre de la tige sont fixe´s a` la moitie´ de la longueur
et de la hauteur de la fente respectivement ;
— Backward : Mode`le le´ger ou` des approches consistant a` planifier un chemin
guide via un robot point (e.g. la teˆte de la tige) donneraient une solution
irre´alisable et e´choueraient. Notons que la tige doit passer par le corridor
inte´rieur et ne peut pas passer a` l’exte´rieur des obstacles ;
— Engine Free-Flying : Mode`le de type industriel de 132 000 polygones ou` la tige
repre´sente un caˆble qui doit eˆtre de´monte´ d’un bloc moteur dans une e´tude de
de´sassemblage ;
— Engine Fixed : Le mode`le est identique au sce´nario pre´ce´dent mais on conside`re
ici un cas de de´sassemblage d’un caˆble a` base fixe passant a` travers un passage
tre`s e´troit a` l’inte´rieur du bloc moteur.
Le banc d’essai comprend 50 instances diffe´rentes de planification pour chaque
sce´nario. La limite de temps de recherche pour chaque instance a e´te´ fixe´e a` 30
minutes. Le nombre de nœuds de la tige a e´te´ fixe´ a` N = 100 afin de permettre un
re´alisme physique suffisant.
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Figure 3.13 – Les deux cas industriels de de´sassemblage d’un caˆble a` base flottante (en
haut) ou a` base fixe (en bas) d’un bloc moteur.
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Table 3.1 – Re´sultats de planification de tiges e´lastiques quasi-statiques avec approximation
de la ge´ome´trie
Sce´nario RRT FFG-RRT RRTConnect
FFG-RRT
Connect
E´chec E´chec 301,2 113,5 Temps de re´solution (s)
Crack 0 0 80 96,7 Taux de succe`s (%)
E´chec E´chec 246,7 38,5 Temps MGD et approx. (s)
- E´chec - 0,07 # Fausses approximations
E´chec E´chec 450,6 172,9 Temps de re´solution (s)
Backward 0 0 93,3 86,7 Taux de succe`s (%)
E´chec E´chec 360,1 49,4 Temps MGD et approx. (s)
- E´chec - 0,34 # Fausses approximations
E´chec E´chec 240,7 82,9 Temps de re´solution (s)
Engine 0 0 100 100 Taux de succe`s (%)
Free-Flying E´chec E´chec 129,5 11,4 Temps MGD et approx. (s)
- E´chec - 0,4 # Fausses approximations
95,1 19,6 636,8 250,9 Temps de re´solution (s)
Engine 50 40 100 100 Taux de succe`s (%)
Fixed 69,4 3,4 446,1 49,3 Temps MGD et approx. (s)
- 0 - 0,8 # Fausses approximations
3.2.3.3 Re´sultats
Les re´sultats du banc d’essai pre´sente´s en Table 3.1 nous montrent que notre
approche d’approximation du MGD permet une re´solution deux a` trois fois plus
rapide qu’une approche classique, avec un taux de succe`s similaire. Ces re´sultats
s’expliquent par deux raisons. Tout d’abord, dans des approches classiques ou` le
MGD est syste´matiquement calcule´, on constate que le temps de calcul du MGD
pre´domine avec 55 a` 85 % du temps de re´solution. Notre approche permet de diviser
ce temps d’un ratio allant de 6 a` 11 selon les cas, bien que l’on inclut le temps
d’approximation du MGD. Ensuite, on constate que le nombre moyen de solutions
approxime´es invalides, corrige´es a` posteriori par notre algorithme, est tre`s faible.
En moyenne, le nombre de fausses solutions approxime´es est infe´rieur a` un. Ces
solutions errone´es sont essentiellement dues a` l’utilisation de lignes droites comme
chemins locaux dans l’espace Astable, confirmant la qualite´ de l’approximation de la
ge´ome´trie. Ce faible nombre d’erreurs d’approximation garanti les performances de
notre approche.
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Il est a` noter que l’approche RRT classique ne parvint pas a` re´soudre les cas ou` la
tige posse`de une base flottante mais a` l’inverse celle-ci s’ave`re bien plus efficace que
l’approche RRT-Connect pour le sce´nario avec base fixe. En effet, dans le sce´nario
Engine Fixed, la configuration de de´part se trouve dans un passage tre`s e´troit de
l’espace des configurations et doit en sortir en exploitant de tre`s faibles variations
sur l’espace des configurations a` l’e´quilibre. Dans ce cas ou` l’une des conditions aux
limites du proble`me correspond a` un cas fortement contraint, les approches bidirec-
tionnelles telles que RRT-Connect s’ave`rent moins performantes que les approches
unidirectionnelles, du fait que l’exploration dans la partie peu contrainte n’apporte
rien a` l’exploration, augmente inutilement la taille du graphe et affecte alors les
performances ge´ne´rales.
3.2.4 Conclusion
Dans cette section, nous avons pre´sente´ une approche permettant de re´soudre en
un temps raisonnable le proble`me de planification de mouvement pour des tiges de
Kirchhoff a` base flottante dans le cas quasi-statique. En tirant parti des proprie´te´s
de l’espace des configurations a` l’e´quilibre d’une tige de Kirchhoff pre´sente´es au
Chapitre 2, nous avons pu adapter les me´thodes de planification a` e´chantillonnage
ale´atoire en explorant un espace de faible dimension. De plus, il est possible d’utiliser
la solution obtenue pour l’expe´rimentation re´elle de la manipulation la tige, du fait
de la correspondance entre les forces et couples a` appliquer a` la base de la tige avec les
coordonne´es dans l’espace Astable. Ces travaux ont e´te´ publie´s en [Roussel 14]. Bien
que l’hypothe`se de quasi-staticite´ ne soit pas incompatible avec une expe´rimentation
re´elle, l’absence de contacts ne permet pas la re´solution de proble`mes fortement
contraints.
3.3 Planification avec prise en compte du mode`le dyna-
mique et des contacts
Nous avons vu que la planification de mouvement pour des objets de´formables
tels que des tiges trouve diverses applications telles que les e´tudes d’assemblage et
de´sassemblage ou encore la manipulation de caˆbles par des syste`mes robotiques.
Le cas quasi-statique pre´sente´ en Section 3.2 offre une formulation mathe´matique
e´le´gante et des performances acceptables. Cependant, la manipulation quasi-statique,
bien que re´alisable en pratique, limite fortement l’espace de recherche et les solutions
possibles. De plus, le mode`le quasi-statique utilise´ n’autorise pas les contacts. Or,
les sce´narios applicatifs sont ge´ne´ralement fortement contraints, notamment pour les
e´tudes d’assemblage et de´sassemblage, et ne peuvent pas eˆtre re´solus sans la prise
en compte des contacts.
La prise en compte des contacts dans le proble`me de planification est peu e´tudie´e
[Redon 05]. Ceci peut s’expliquer par le faible nombre de travaux sur la planification
pour des corps de´formables, car la prise en compte du contact devient essentielle
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Figure 3.14 – Le point de contact de la tige dans cet environnement contraint induit un
e´tat qui ne peut eˆtre obtenu par la manipulation de ses extre´mite´s uniquement.
lorsque l’on ne conside`re plus uniquement des corps rigides. En effet, l’espace X
d’un syste`me compose´ de corps de´formables diffe`re selon que l’on conside`re ou non
les contacts. Formellement, autoriser m points de contact revient a` conside´rer m
manipulateurs sur le de´formable. En ge´ne´ral, le nombre de points de contact n’est
pas constant pour un mouvement donne´, ce qui revient a` conside´rer un espace d’e´tats
a` dimension variable. Ce concept a de´ja` e´te´ illustre´ dans [Mukadam 14] ou` les auteurs
e´tendent le mode`le de tige quasi-statique a` un nombre quelconque de manipulateurs
et montrent que la dimension de l’espace d’e´tat re´sultant augmente avec le nombre de
manipulateurs. Pour illustrer cela, conside´rons une tige de´formable dans un passage
e´troit impliquant un e´tat fortement contraint (Figure 3.14). Cet e´tat ne peut eˆtre
obtenu par la manipulation de la tige uniquement a` ses extre´mite´s sans contact.
Dans la formulation du proble`me de planification, nous avons vu que l’espace libre
Xfree e´tait un ouvert, ce qui traduit l’absence de conside´ration des contacts. Dans
cette section, nous allons e´tendre l’espace de recherche de solutions aux contacts en
introduisant l’espace d’e´tats admissibles Xadm. De plus, nous conside´rons aussi la
dynamique de la tige, ce qui implique que l’espace de recherche sera l’espace d’e´tat,
i.e. chaque e´tat x ∈ X s’e´crit sous la forme x = (q , q˙) avec q et q˙ repre´sentant
respectivement la configuration en position et en vitesse de la tige.
L’approche propose´e en [LaValle 01] et introduite en Section 1.1.6 permet d’e´tendre
la formulation du proble`me de planification classique en incluant les contraintes
diffe´rentielles correspondantes aux EDOs de la fonction de transition d’e´tat. L’ef-
ficacite´ de celle-ci repose sur la capacite´ a` re´soudre, pour chaque ite´ration de l’al-
gorithme, le proble`me de planification locale consistant a` trouver la se´quence de
commandes permettant d’atteindre un e´tat de´sire´ pour un e´tat initial donne´. Se-
lon le syste`me conside´re´, ce proble`me peut s’ave´rer aussi difficile que le proble`me
de planification globale. Un compromis est alors ne´cessaire entre pertinence des
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Figure 3.15 – Un cas critique de passe e´troit extreˆme pour une tige e´lastique repre´sente´
dans l’espace de travail W (a` gauche) et dans l’espace d’e´tats de la tige X . Lorsque  tend
vers ze´ro, la probabilite´ d’e´chantillonner sur Xcrt tend aussi vers ze´ro.
commandes et couˆt de calcul. Des travaux [Gayle 10] ont de´ja` e´tudie´ l’inte´gration
d’un simulateur dynamique dans des algorithmes de planification, mais la classe de
proble`mes pouvant eˆtre re´solus est fortement restreinte par l’utilisation d’un chemin
guide permettant de biaiser l’exploration.
Nous pre´sentons ici une approche permettant de planifier pour une tige e´lastique
de type Timoshenko en conside´rant sa dynamique et en autorisant les mouvements
au contact graˆce a` un simulateur physique et nous montrons qu’il est alors possible
de re´soudre en un temps raisonnable des sce´narios insolubles avec les approches
pre´ce´dentes.
3.3.1 Un exemple de cas critique : le double entonnoir
Pour cet exemple, conside´rons une tige de´formable de longueur l et de rayon
r ainsi qu’un environnement pre´sentant un long passage tre`s e´troit. Dans un cas
extreˆme, ce passage e´troit se rame`nerait a` l’e´tat initial de la tige, i.e. un tunnel
d’une longueur l +  et de diame`tre 2r +  (Figure 3.15). Soit Xcrt l’ensemble des
e´tats sans collision quand la tige est centre´e dans le tunnel. Lorsque  tend vers ze´ro,
l’ensemble Xcrt tend vers l’unique e´tat dont la ge´ome´trie est libre de collision dans
le tunnel. Le volume de Xcrt ainsi que la probabilite´ d’e´chantillonner un e´tat dans
Xcrt tendent alors vers ze´ro et le temps requis pour re´soudre le proble`me tend vers
l’infini.
Cet exemple de passage tre`s e´troit illustre la limite de l’efficacite´ des me´thodes
a` e´chantillonnage. Intuitivement, il conviendrait de reformuler le proble`me de plani-
fication afin de :
— permettre les e´tats d’eˆtre au contact, i.e. x ∈ ∂Xobs ou` ∂Xobs est la frontie`re
de Xobs ;
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— eˆtre capable de glisser au contact ;
— eˆtre capable de sortir du contact.
Il est connu que les me´thodes a` e´chantillonnage ne sont pas adapte´es aux cas
pre´sentant des passages tre`s e´troits. L’ide´e que nous souhaitons exploiter ici est
de coupler le glissement au contact tel que dans le Bug algorithm [Kamon 97,
Kamon 99, Lumelsky 87] avec les me´thodes a` e´chantillonnage afin d’eˆtre capable
de re´soudre efficacement ces cas qui se retrouvent dans des applications re´elles.
3.3.2 Formulation du proble`me
Dans cette approche, nous conside´rons que la tige est de type Timoshenko et
peut-eˆtre manipule´e par ses extre´mite´s par des pinces robotiques. Notons que les
deux extre´mite´s ne sont pas ne´cessairement manipule´es simultane´ment. De plus, la
me´thode pre´sente´e est ge´ne´ralisable a` un nombre quelconque de pinces robotiques
manipulant la tige et leur position peut-eˆtre choisie arbitrairement.
Comme nous conside´rons une planification dynamique, la notion de temps in-
tervient et nous parame´trons la fibre neutre de la tige par s ∈ [0, 1] pour e´viter
toute confusion avec le parame`tre t repre´sentant le temps. La ge´ome´trie de la
tige est repre´sente´e par l’application q : [0, 1] → SE(3). L’espace des configura-
tions re´sultant est un sous ensemble de l’espace fonctionnel de dimension infinie
C∞ ([0, 1], SE(3)). De par l’utilisation d’un simulateur du mode`le dynamique de la
tige base´ sur les me´thodes a` e´le´ments finis, celle-ci est discre´tise´e en N − 1 e´le´ments
ge´ome´triquement exacts, soit N nœuds. L’espace des configurations est alors un
sous ensemble de SE(3)N et chaque configuration de la tige q est de´crite par le
vecteur q = (q1 , q2 , . . .qN ). Cependant, nous souhaitons a` pre´sent inclure la dy-
namique de la tige dans la planification. L’espace X est alors l’espace d’e´tats tel que
X ⊂ TSE(3)N , i.e. le produit carte´sien des fibre´ tangents au groupe de Lie SE(3)
pour chaque nœud. Chaque e´tat x ∈ X est donc de´finit par x = (q , q˙).
Le simulateur physique traduit un syste`me dynamique en imple´mentant une
fonction de transition d’e´tat de la forme x˙ = f(x , u) ou` u sont les commandes.
Notons U l’espace borne´ des commandes applicables (celui-ci sera de´finit pour notre
cas ulte´rieurement). Pour des conditions initiales de simulation x(0) donne´es, on a
x(t) = x(0) +
∫ t
0
f (x(τ) , u(τ)) dτ
Cette fonction de transition consiste typiquement en plusieurs e´quations diffe´ren-
tielles ordinaires (EDO) et elle de´finit l’espace X . En pratique, le simulateur discre´tise
le temps en ite´rations k d’un pas de temps constant δt et la fonction de transition
d’e´tats discre`te fd est donne´e par xk+1 = fd(xk , uk), avec xk = x(tk) l’e´tat a` l’ins-
tant tk et tk = k δt le temps e´coule´ apre`s k pas de simulations d’une dure´e δt. A
la diffe´rence de la version continue, fd a aussi un roˆle d’inte´grateur. Le passage du
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continu au discret s’exprime simplement par
xk+1 = fd(xk,uk)
= xk +
∫ tk+1
tk
f (x(τ) , u(τ)) dτ
ce qui, dans un sche´ma d’inte´gration de type Euler, se re´duit a`
xk+1 = xk + x˙kδt
= xk + f(xk , uk)δt
Nous pouvons a` pre´sent introduire l’espace des e´tats admissibles Xadm de´finit
par Xadm = Xfree ∪ ∂Xobs. Le simulateur doit alors garantir que pour tout e´tat ad-
missible initial, les e´tats re´sultants doivent eux aussi eˆtre admissibles. Formellement,
f(xk , uk) ∈ Xadm pour tous xk ∈ Xadm et uk ∈ U .
3.3.2.1 E´chantillonnage sur la varie´te´ des configurations a` l’e´quilibre
E´tant donne´ un e´tat initial xinit et un e´tat destination xdest, il n’y a aucune
garantie que l’orbite de´crite par le syste`me dynamique pour des conditions initiales
donne´es par xinit n’atteigne l’e´tat xdest. Dans notre cas, l’e´chantillonnage d’un e´tat
pre´sente une double difficulte´ lie´ a` l’utilisation de deux mode`les diffe´rentiels dis-
tincts :
— Le mode`le de de´formation la tige qui de´crit l’e´volution de l’e´tat de long de
celle-ci, i.e ∂x
∂s
;
— Le mode`le dynamique de la tige qui de´crit l’e´volution de la tige dans le temps,
i.e. x˙ = ∂x
∂t
.
Intuitivement, l’application de commandes borne´es sur ces deux mode`les restreint
l’espace d’e´tat accessible et il est alors impossible d’e´chantillonner directement dans
l’espace d’e´tat.
D’autre part, nous avons vu en Section 2.2.4 que l’espace des configurations
a` l’e´quilibre statique et sans contact d’une tige e´lastique de type Timoshenko est
une varie´te´ Qstable de dimension 6 dont une parame´trisation globale est donne´e
par l’unique carte
(
Qstable,Ψ−1
)
et ou` les coordonne´es forment l’ensemble Astable.
Conside´rons maintenant que cette tige soit munie d’une base flottante, son espace
des configurations est alors une varie´te´ de dimension 12 de´finie par Y = F ×Qstable
ou` F ⊂ SE(3) est l’ensemble des positions 6D possibles de la base de la tige.
Alternativement, on peut de´finir cette varie´te´ dans l’espace des X par
Y = {x ∈ int (Xadm) | q˙ = 0}
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Figure 3.16 – Illustration du sche´ma de commande permettant de relier un e´tat xfrom
quelconque a` un e´tat quasi-statique xto. La manipulation des extre´mite´s s’effectue en deux
temps.
Comme la varie´te´ de´crite par le groupe de Lie SE(3) peut eˆtre parame´tre´e par les
quaternions unitaires, on a alors une parame´trisation de l’espace Y et il est possible
d’e´chantillonner ale´atoirement de fac¸on uniforme dans cet espace tel que de´taille´ en
Section 3.2.2.1.
3.3.2.2 Planification locale avec dynamique et contacts
Dans notre contexte, le proble`me de planification locale consiste a` trouver un
chemin d’un e´tat admissible xfrom ∈ Xadm vers un e´tat e´chantillonne´ xto ∈ Y.
Diffe´rentes approches sont possibles et nous pre´sentons ici le sche´ma de commande
que nous avons mis en œuvre ainsi que son inte´gration dans le planificateur local.
Afin d’ame´liorer significativement l’exploration de l’espace d’e´tat dans des cas
fortement contraints, nous souhaitons tirer parti des informations de contact fournies
par le simulateur. Dans cette optique, nous exploitons les mouvements au contact
en ne contraignant pas les chemins locaux sur la varie´te´ Y. Notre me´thode locale,
qui sera de´taille´e dans l’Algorithme 6 consiste en une approche en deux e´tapes
(Figure 3.16). Premie`rement, la tige est manipule´e par une de ses pinces jusqu’a`
que celle-ci atteigne sa position de consigne. Ensuite, cette pince est fixe´e et l’autre
extre´mite´ est manipule´e par l’autre pince afin d’atteindre a` son tour sa position
de consigne. L’ordre dans lequel les pinces sont actionne´es est tire´ ale´atoirement et
peut-eˆtre conside´re´ comme un degre´ de liberte´ discret supple´mentaire dans l’espace
des commandes.
Nous pouvons a` pre´sent de´finir l’espace des commandes par U = Uw × {g0, g1}
ou` Uw ⊂ R6 est l’ensemble des forces 6D applicables sur les pinces robotiques mani-
pulant la tige et {g0, g1} est le degre´ de liberte´ discret indiquant la pince sur laquelle
s’applique la commande.
La manipulation des extre´mite´s de la tige est effectue´e avec un controˆleur de
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Figure 3.17 – Sche´ma d’inte´gration des controˆleurs des pinces manipulant la tige avec le
simulateur.
type Proportionnel-De´rive´ sur leur position 6D de consigne. Ce choix a e´te´ motive´
par sa simplicite´ de mise en œuvre car ce type de controˆleur est de´ja` inte´gre´ au
simulateur XDE utilise´ dans cette approche. Comme la phase de planification lo-
cale ne tient pas compte des obstacles, il est ne´cessaire de conside´rer une limite
en temps ∆tmax pendant laquelle un controˆleur est applique´, permettant d’e´viter
que le controˆleur ne soit bloque´ dans un minimum local, i.e. que la pince ne puisse
converger vers sa consigne a` cause de la pre´sence d’obstacles. Cette valeur ∆tmax
est choisie ale´atoirement sur un intervalle (0,∆Tmax] et doit eˆtre supe´rieure au pas
d’inte´gration du simulateur δt. L’inte´gration des controˆleurs avec le simulateur est
pre´sente´e en Figure 3.17.
3.3.2.3 Planification de mouvement avec dynamique par e´chantillonnage
sur une sous-varie´te´
A pre´sent que nous avons introduit les notions ne´cessaires, nous pouvons for-
muler le proble`me de planification de mouvement avec prise en compte du mode`le
dynamique et des contacts traite´ dans cette section. E´tant donne´ l’espace des e´tats
admissibles Xadm, une solution au proble`me de planification consiste a` trouver un
chemin faisable, i.e. τ : [0, tmax]→ Xadm, e´tant donne´ un e´tat initial xstart ∈ Y et fi-
nal xgoal ∈ Y correspondants a` des configurations quasi-statiques libres de contacts.
Notons que le chemin solution τ(t) est ici parame´tre´ par le temps du fait de la
prise en compte de la dynamique. De plus, cette approche apporte une solution
au proble`me de planification de manipulation de la tige, i.e. une se´quence de com-
mandes u˜ : [0, tmax]→ U solution au proble`me ou` U est l’espace des commandes tel
que de´fini en Section 3.3.2.2.
Contrairement aux approches de planification avec contraintes [Berenson 09,
El Khoury 13] et bien que l’e´chantillonnage soit contraint a` une varie´te´, la recherche
de solutions se fait dans tout l’espace d’e´tat.
La Figure 3.18 illustre le de´veloppement de l’arbre de recherche dans l’espace
d’e´tats. Nous allons de´tailler les trois cas de figures qui peuvent se pre´senter au
cours de l’exploration et qui sont repre´sente´s par les chemins locaux pi1, pi2 et pi3.
— Cas pi1 : L’e´tat e´chantillonne´ xrand ∈ Y a pu eˆtre atteint depuis son plus
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Figure 3.18 – Illustration de l’arbre d’exploration dans l’espace d’e´tats Xadm avec
e´chantillonnage sur la varie´te´ des configurations a` l’e´quilibre Y.
proche voisin xstart avant la limite de temps du controˆleur de ∆tmax. Bien
que le chemin pi1(t) ne soit pas contraint sur la varie´te´ Y, l’e´tat atteint xi
correspond a` la configuration a` l’e´quilibre e´chantillonne´e xrand, i.e. xi ∈ Y ;
— Cas pi2 : L’e´tat e´chantillonne´ xrand ∈ Y n’a pas pu eˆtre atteint depuis son plus
proche voisin xi avant la limite de temps ∆tmax. L’e´tat xj atteint au terme de
cette limite n’est pas une configuration a` l’e´quilibre, i.e. xj /∈ Y ;
— Cas pi3 : Comme dans le cas pre´ce´dent, l’e´tat e´chantillonne´ xrand ∈ Y n’a pas
pu eˆtre atteint depuis xi avant la limite de temps ∆tmax. L’e´tat xj atteint au
terme de cette limite est un e´tat au contact, i.e. xk ∈ ∂Xobs et donc xk /∈ Y.
Algorithme RRT pour tiges de Timoshenko avec dynamique et contact
L’Algorithme 5 pre´sente la structure ge´ne´rale de l’algorithme RRT modifie´ pour
prendre en compte le mode`le dynamique de la tige et les contacts, ainsi que l’e´chantillonnage
sur la varie´te´ des configurations a` l’e´quilibre. A noter que comme notre simulateur
ne nous permet pas de simuler a` sens inverse, il n’est ici pas possible d’imple´menter
notre approche sur un algorithme bidirectionnel de type RRT-Connect. Cette li-
mitation est propre a` notre simulateur XDE et l’imple´mentation d’algorithmes de
planification bidirectionnels base´s sur cette approche est envisageable avec des si-
mulateurs permettant l’inte´gration a` sens inverse.
Me´trique De´finir une me´trique ρ : X ×X → [0,∞) sur l’espace des phases X est
une taˆche ge´ne´ralement complexe. Dans notre cas, l’e´nergie totale ne´cessaire pour
relier deux e´tats parait eˆtre une me´trique approprie´e. Cependant, calculer cette
me´trique est un proble`me aussi couˆteux que le proble`me de planification locale. Il
convient alors d’utiliser une approximation rapide a` calculer. Nous avons conside´re´
la pseudo-me´trique ρ de´finie par
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Algorithm 5 RRT pour tiges e´lastiques avec prise en compte de la dynamique et
des contacts
Input: Mode`le de l’environnement, e´tat initial xstart, e´tat but xgoal ou re´gion but
Xgoal
1: Initialize the tree T with xstart
2: while ¬ solved and iter < Nmax do
3: xrand ← random quasi-static state ∈ Y or goal state
4: xnear ← NEAREST(T ,xrand)
5: xnew ← EXTEND BY CONTROL(xnear,xrand)
6: if xnew 6= xnear then
7: Add current state xnew to T
8: Add edge (xnear,xnew)
9: if xnew ∈ Xgoal then solved ← true
10: end if
11: end if
12: end while
13:
Algorithm 6 EXTEND BY CONTROL(xfrom, xto)
Input: Limite de temps ∆Tmax, dure´e du pas d’inte´gration δt
1: Select at random first gripper gf
2: Select at random a time limit ∆tmax ∈ (0,∆Tmax]
3: xnew ← xfrom
4: while gripperDistance(xnew,xto, gf ) <  and t < ∆tmax do
5: Apply position control on xnew at gf for δt
6: end while
7: Let gs be the other gripper
8: while gripperDistance(xnew,xto, gs) <  and t < ∆tmax do
9: Apply position control on xnew at gs for δt
10: end while
11: return xnew
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Figure 3.19 – Illustration de la surface balaye´e (en bleu) entre deux e´tats de la tige utilise´e
comme me´trique et son approximation par triangulation utilise´e en pratique (a` droite).
ρ(xi,xj) =
∫ 1
0
‖pi(s)− pj(s)‖ds
ou` p(s) ∈ R3 est la partie translationnelle de la position de la tige q(s) ∈ SE(3).
Intuitivement, cette pseudo-me´trique repre´sente la surface balaye´e dans l’espace de
travail par la tige entre deux e´tats en supposant que chaque point de la tige se
de´place en ligne droite. En ge´ne´ral, ce mouvement n’est pas permis par le mode`le
dynamique, mais cette fonction nous donne un minorant de la surface balaye´e re´elle.
Comme illustre´ en Figure 3.19, en pratique cette pseudo-me´trique est approxime´e
par la surface triangule´e entre chaque nœud de la tige. Le choix de cette me´trique
s’est re´ve´le´ pertinent lors des validations expe´rimentales.
3.3.3 Re´sultats expe´rimentaux
Nous avons imple´mente´ cette approche permettant de planifier pour une tige de
Timoshenko a` base flottante avec prise en compte de sa dynamique et des contacts
graˆce a` l’utilisation du simulateur externe XDE. Dans cette section, nous pre´sentons
et analysons les re´sultats expe´rimentaux obtenus en simulation sur diffe´rents sce´narios,
pre´sentant des difficulte´s spe´cifiques ou correspondant a` des cas industriels.
3.3.3.1 De´tails d’imple´mentation
Le banc d’essai a e´te´ re´alise´ sur un PC avec 16Go de me´moire vive et en utilisant
un seul coeur d’un processeur Intel Core i7-2720QM cadence´ a` 2,2Ghz. L’Algorithme
5 du RRT modifie´ a e´te´ imple´mente´ en C++ en s’appuyant sur la bibliothe`que OMPL
[Sucan 12]. Le moteur physique utilise´ est XDE (cf. Section 1.2.4.2) permettant la
simulation par e´le´ments finis de la tige de Timoshenko ainsi que la gestion des
collisions et contacts avec l’environnement.
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Figure 3.20 – Le sce´nario Double funnel ou` la tige e´lastique doit passer au travers d’un
passage tre`s e´troit (haut) et un chemin solution obtenu (bas)
3.3.3.2 Sce´narios du banc d’essai
Nous avons imple´mente´ et teste´ en simulation notre approche sur les sce´narios
suivants :
— Double funnel (Figure 3.20) : Sce´nario pre´sentant un passage tre`s e´troit tel
que pre´sente´ en Section 3.3.1 et deux parois en forme d’entonnoir de chaque
cote´ du passage permettant les mouvements de glissement au contact ;
— Engine Free Flying (Figure 3.21) : Sce´nario de type industriel consistant en
une e´tude de de´sassemblage d’un caˆble d’un bloc moteur ;
— Grid (Figure 3.22) : Sce´nario de de´sassemblage d’un caˆble enroule´ dans une
grille ;
— Powerplant (Figure 3.23) : Sce´nario pre´sentant un e´tat initial et final fortement
contraints dans un mode`le complexe d’une centrale e´lectrique.
Le banc d’essai comprend 50 instances diffe´rentes de planification pour chaque
sce´nario. la limite de temps de recherche a e´te´ fixe´ a` 20 minutes. Nous avons e´te´
contraints de re´duire le nombre de nœuds de la tige a` N = 40 pour e´viter de saturer
le simulateur.
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Figure 3.21 – E´tat initial (en vert, vue a) et but (en rouge, vue b) pour le sce´nario de
de´sassemblage Engine FF. Le chemin solution (en vues c et d) utilise le mouvement au
contact.
Figure 3.22 – Le sce´nario Grid ou` la tige e´lastique doit aller d’un e´tat enroule´ contraint
(haut, en vert) a` un e´tat libre (haut, en rouge) et un chemin solution (bas).
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Figure 3.23 – Un chemin solution pour une tige e´lastique au sce´nario fortement contraint
Powerplant.
3.3.3.3 Re´sultats
Table 3.2 – Re´sultats de planification pour des tiges e´lastiques avec mode`le dynamique et
contacts
Sce´nario
Nombre de
sommets / faces
du mode`le
Taux de
succe`s (%)
Temps de
re´solution (s)
Nombre de
sommets / arreˆtes
du graphe
Double funnel 198/388 100% 77.2± 36.0 14.4± 4.8
Grid 704/1320 96% 34.4± 25.5 10.2± 5.3
Engine FF 64885/131583 94% 119.6± 109.3 6.8± 3.6
Powerplant 24870/20053 40% 402.3± 226.3 12.9± 5.8
Les re´sultats de la planification sur les sce´narios pre´ce´demment introduits sont
pre´sente´s en Table 3.2. Le temps de re´solution et le nombre de sommets et arreˆtes
ge´ne´re´s par graphe sont donne´s par leur moyenne et leur e´cart type. Le sce´nario
Double funnel ne pre´sente qu’un seul passage e´troit dans une unique classe d’homo-
topie. Le glissement le long de la surface au contact couple´ aux me´thodes probabi-
listes offre alors de bonnes performances. De meˆme, les sce´narios de de´sassemblage
Grid et Engine FF sont fortement contraints via un passage tre`s e´troit autour de
leurs e´tats initiaux. Des algorithmes a` diffusion unidirectionnelle de type RRT sont
donc adapte´s a` ces cas.
A l’inverse, le sce´nario Powerplant pre´sente de nombreuses passages e´troits et
classes d’homotopies. Pour les me´thodes a` e´chantillonnage, il s’agit des cas extreˆmement
difficiles a` re´soudre pour lesquels ces me´thodes ne sont pas adapte´es. Malgre´ le cou-
plage avec le glissement au contact, ceci explique le temps de re´solution e´leve´ et
donc le faible taux de succe`s. Avec une simulation a` sens inverse et une diffusion
bidirectionnelle, de meilleures performances semblent envisageables.
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Par ailleurs, la tre`s faible taille des graphes ge´ne´re´s pour re´soudre ces cas nous
indique que notre approche permet une exploration tre`s efficace de l’espace des
solutions. Cependant, chaque ite´ration de l’algorithme est tre`s couˆteuse de par l’uti-
lisation du simulateur.
Il faut noter que ces cas ne sont pas re´solus si on utilise les me´thodes pre´ce´dentes
qui n’explorent que l’espace libre.
3.3.4 Conclusion et perspectives
Dans cette section, nous avons pre´sente´ une approche permettant de re´soudre
a` la fois le proble`me de planification de mouvement et de manipulation pour une
tige de Timoshenko en tenant compte de son mode`le dynamique et des contacts.
L’utilisation d’un simulateur a` e´le´ments finis nous garantit le re´alisme physique de la
solution. D’autre part, nous introduisons le couplage entre glissement a` la surface du
contact et me´thodes a` e´chantillonnage, permettant de re´soudre des cas extreˆmement
difficiles pour celles-ci.
Dans le cas de corps de´formables, une des difficulte´s est de pouvoir e´chantillonner
des e´tats physiquement re´alistes. Notre approche nous permet d’e´chantillonner sur
une varie´te´ de l’espace d’e´tats du corps de´formable, et sous certaines conditions, de
maintenir la comple´tude probabiliste. Ces travaux ont e´te´ publie´s en [Roussel 15a].
L’utilisation de l’information au contact fourni par le simulateur, telle que la
normale au contact, a e´te´ e´tudie´e afin de guider encore plus efficacement l’explora-
tion. Par exemple, dans le cas de contacts ayant une meˆme normale au contact, il
est possible d’e´chantillonner sur le plan de´fini par la normale 1. Ce type d’approche
permet de re´duire significativement le nombre d’e´tats a` explorer (Figure 3.24).
3.4 Synthe`se
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ plusieurs approches permettant de re´soudre
le proble`me de planification de tiges e´lastiques. Pour des mode`les de tige suffisam-
ment re´aliste, l’approche par re´duction de dimension par les me´thodes line´aires de
type ACP a permis une re´duction de dimension significative et peut eˆtre inte´gre´e aux
me´thodes de planification de mouvement pour des tiges e´lastiques. Cependant, la
dimension de l’espace re´duit reste trop e´leve´e pour obtenir des temps de re´solution
satisfaisants. Une e´tude plus approfondie de me´thodes de re´duction non-line´aire
pourrait permettre un meilleur taux de re´duction.
D’autre part, nous avons pre´sente´ deux approches tirant parti des proprie´te´s
des configurations a` l’e´quilibre d’une tige e´lastique vues au Chapitre 2. La premie`re
permet la planification de tiges e´lastiques dans le cas quasi-statique en utilisant les
line´arite´s du MGD donne´es par sa matrice jacobienne. Graˆce a` cette approximation
du MGD dont le couˆt de calcul est prohibitif, les temps de re´solution du proble`me
1. Je remercie Pierre Fernbach, stagiaire que j’ai eu l’opportunite´ de co-encadrer, pour ses tra-
vaux et re´sultats.
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Figure 3.24 – Graphes re´sultant de planifications re´solues sans (en haut) et avec (en bas)
l’utilisation de l’information de contact pour guider l’e´chantillonnage sur le sce´nario Crack.
On peut remarquer que graˆce a` l’utilisation de l’information de contact, peu d’e´tats ont du
eˆtre explore´s et le temps de re´solution est alors nettement re´duit.
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de planification ont e´te´ significativement ame´liore´s. La dernie`re approche pre´sente´e
utilise les configurations a` l’e´quilibre statique de la tige pour guider l’e´chantillonnage
ale´atoire, permettant un couplage efficace avec le simulateur physique XDE et au-
torisant la prise en compte de la dynamique de la tige ainsi que les contacts. Nous
avons vu que l’information de contact fournie par le simulateur pourrait eˆtre utilise´e
pour guider encore plus efficacement la recherche.
Bien que des ame´liorations soient envisageables pour re´duire le temps de re´solution,
nous avons pre´sente´ dans ce chapitre diffe´rentes approches qui permettent de re´pondre
au proble`me de planification de mouvement pour des tiges e´lastiques.
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Chapitre 4
Conclusion
4.1 Contributions principales
Les travaux pre´sente´s dans cette the`se traitent du proble`me de planification de
mouvement pour des tiges e´lastiques manipule´es a` leurs extre´mite´s par des pinces
robotiques. Une des motivations a` ces travaux est l’application de ces me´thodes en
tant qu’outil d’aide a` la de´cision pour les e´tudes d’assemblage et de de´sassemblage
de syste`mes complexes comprenant des tiges flexibles. L’extension des me´thodes de
planification de mouvement a` des corps de´formables tels que des tiges e´lastiques est
un domaine peu e´tudie´ et qui pre´sente des difficulte´s majeures. Dans cette the`se, nous
avons propose´ diffe´rentes approches permettant de re´pondre a` cette proble´matique
telles que :
— une me´thode de planification efficace pour des tiges de Kirchhoff a` l’e´quilibre.
Nous avons de´veloppe´ une approche permettant de tirer parti du calcul de la
parame´trisation des configurations a` l’e´quilibre et qui permet de re´soudre des
sce´narios industriels d’assemblage et de de´sassemblage ;
— une me´thode de planification pour des tiges de Timoshenko qui tient compte
du mode`le dynamique de la tige et qui autorise les contacts. En proposant
une extension de la caracte´risation des configurations a` l’e´quilibre aux tiges
de Timoshenko, nous utilisons celle-ci pour guider l’e´chantillonnage de notre
me´thode de planification couple´e au simulateur physique XDE. L’utilisation
de mouvements au contact en tirant parti des informations de contact fournies
par le simulateur nous permet de re´soudre des cas complexes avec un grand
re´alisme physique ;
— une approche au proble`me de ge´ome´trie inverse pour des tiges e´lastiques a`
l’e´quilibre, permettant de trouver une configuration de la tige qui satisfait des
positions donne´es de ses extre´mite´s. Pour cela, nous avons donne´ une nouvelle
formulation des solutions analytiques des diffe´rentes e´quations de l’e´quilibre
d’une tige e´lastique. Cet outil a pour objectif d’eˆtre ensuite inte´gre´ dans les
me´thodes de planification de mouvement de bras manipulateurs afin de pou-
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voir prendre en compte les composants flexibles de celui-ci, tels que les caˆbles
e´lectriques ou les flexibles hydrauliques, dans la phase de planification.
Ces approches donnent non seulement une solution ge´ome´trique au proble`me
mais aussi les se´quences de commandes qui doivent eˆtre applique´es par les pinces
robotiques manipulant la tige e´lastique. La validation expe´rimentale a e´te´ effectue´e
en simulation et des expe´rimentations sur des robots re´els ont e´te´ initie´es. Aussi, cette
proble´matique nouvelle dans le groupe Gepetto a ouvert de nouvelles perspectives.
4.2 Perspectives
Le passage sur des syste`mes robotiques re´els ne´cessite certaines conside´rations.
Typiquement, lors de la manipulation quasi-statique d’une tige e´lastique, il est sou-
haitable d’e´viter les points de bifurcation. Ces singularite´s, ou` la tige est dans un e´tat
instable, sont clairement identifie´es graˆce aux conditions suffisantes d’optimalite´ que
nous avons pre´sente´es et il paraˆıt envisageable d’e´viter ces situations en pratique.
D’une manie`re ge´ne´rale, l’e´tude des configurations a` l’e´quilibre d’une tige e´lastique
a permis de de´couvrir certaines proprie´te´s qui peuvent trouver des applications
en planification. Parmi elles, les formes analytiques de l’e´nergie e´lastique poten-
tielle totale ainsi que ses proprie´te´s permettent d’envisager son utilisation comme
me´trique dans les me´thodes a` e´chantillonnage ou pour re´soudre plus efficacement
le proble`me de ge´ome´trie inverse. Aussi, les solutions analytiques ge´ne´rales des ex-
trema au proble`me de minimisation d’e´nergie offrent une alternative inte´ressante vis
a` vis des me´thodes de re´solution nume´rique graˆce a` leur couˆt de calcul ne´gligeable
et leur stabilite´ nume´rique. Le crite`re nume´rique permettant de ve´rifier les condi-
tions suffisantes d’optimalite´ est particulie`rement couˆteux et sensible a` l’impre´cision
nume´rique et il serait inte´ressant de pouvoir tirer parti de l’efficacite´ des formes
analytiques a` ce niveau.
D’autre part, nous avons vu que l’application de me´thodes de re´duction de dimen-
sion line´aires aux mode`les de de´formations de tiges e´lastiques permet une re´duction
significative de la dimension. Bien que la dimension re´duite demeure trop e´leve´e
pour eˆtre applicable efficacement en planification de mouvement, cette approche
offre des perspectives inte´ressantes notamment aupre`s des me´thodes de re´duction de
dimension non-line´aires.
Par ailleurs, nous avons vu que la prise en compte des contacts e´tait essentielle a`
la re´solution de proble`mes de planification pour des objets de´formables dans des cas
complexes. L’utilisation de l’information de contact fournie par le simulateur nous a
permis des re´sultats pre´liminaires encourageants et ces travaux vont eˆtre poursuivis.
Enfin, bien que nous ayons re´solu efficacement le proble`me de ge´ome´trie inverse
d’une tige e´lastique a` l’e´quilibre dans le cas planaire, de nombreux travaux sont
encore a` mener dans cette direction. En particulier, le cas tridimensionnel n’offre
pas de forme analytique pour la ge´ome´trie de la tige ce qui rend la re´solution via
notre approche d’optimisation nume´rique inefficace. En particulier, nous envisageons
une approche diffe´rente tirant parti des formes analytiques de l’e´tat adjoint qui sont
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disponibles. Une me´thode de re´solution efficace du cas tridimensionnel permettrait
alors l’inte´gration aux me´thodes de planification de mouvement avec de nombreuses
applications.
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Annexe A
Formes analytiques de la
sensibilite´ aux conditions
initiales dans le cas planaire
Cette annexe comple`te la section 2.3.2 en donnant le de´tail des formes analytiques
des variations de la ge´ome´trie q(t) d’une tige planaire par rapport aux conditions
initiales a.
Pour cela, nous utiliserons comme point de de´part l’expression de la ge´ome´trie
q(t) donne´e en (2.57). E´tant donne´es les inte´grales
I1(t) =
∫ t
0
β1(ζ)dζ
I2(t) =
∫ t
0
β2(ζ)dζ
En de´rivant (2.57) par rapport a` a, on obtient
∂ cos(θ(t))
∂a = β1(0)
∂β1(t)
∂a +
∂β1(0)
∂a β1(t) + 4
(
β2(0)
∂β2(t)
∂a +
∂β2(0)
∂a β2(t)
)
(A.1a)
∂ sin(θ(t))
∂a = 2 ε
(
β1(0)
∂β2(t)
∂a + β2(t)
∂β1(0)
∂a − β2(0)
∂β1(t)
∂a − β1(t)
∂β2(0)
∂a
)
(A.1b)
∂x(t)
∂a = β1(0)
∂I1(t)
∂a + I1(t)
∂β1(0)
∂a + 4
(
β2(0)
∂I2(t)
∂a + I2(t)
∂I2(0)
∂a
)
(A.1c)
∂y(t)
∂a = 2 ε
(
β1(0)
∂I2(t)
∂a + I2(t)
∂β1(0)
∂a − β2(0)
∂I1(t)
∂a − I1(t)
∂I2(0)
∂a
)
(A.1d)
Nous pouvons de´river dans le cas ge´ne´ral les formes suivantes :
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— Les parame`tres elliptiques m, n et r
∂m
∂a =
1
(α3 + α1)2
((
∂α3
∂a −
∂α2
∂a
)
(α3 + α1)−
(
∂α3
∂a +
∂α1
∂a
)
(α3 − α2)
)
(A.2a)
∂r
∂a =
1
4
√
α3 + α1
(
∂α3
∂a +
∂α1
∂a
)
(A.2b)
∂n
∂a =
1
α23
(
∂α3
∂a α2 −
∂α2
∂a α3
)
(A.2c)
— La phase ϕ
Soient
∂$
∂a =
1
2n$

a23
α23

∂α3
∂a3
− 2α3
a3
∂α3
∂a4
∂α3
∂a5

− 1
n
(
1− a
2
3
α3
)
∂n
∂a

(A.3)
et les de´rive´s au premier ordre de la fonction arcsn(z|m)
∂ arcsn(z|m)
∂z
= 1√
1− z2√1−mz2
∂ arcsn(z|m)
∂m
= 12 (m− 1)m
(
m
√
1− z2z√
1−mz2 − E(arcsin z|m)− (m− 1) F(arcsin z|m)
)
ou` cd(z|m) est la fonction elliptique de Jacobi de´finie par
cd z = cn zdn z
et ou` les fonctions F(z|m) et E(z|m) sont les inte´grales elliptiques de premie`re
et seconde espe`ce, respectivement. Nous pouvons alors exprimer les de´rive´es de
la fonction arcsn($|m) par rapport a` a en utilisant le the´ore`me de de´rivation
des fonctions compose´es
∂ arcsn$
∂a =
∂ arcsn$
∂$
∂$
∂a +
∂ arcsn$
∂m
∂m
∂a
= 1√
1−mz2
(
1√
1− z2
∂$
∂a +
mz
√
1− z2 − E$ −(m− 1) F$
2(m− 1)m
∂m
∂a
)
avec E$ , E(arcsin$|m) et F$ , F(arcsin$|m). Alors, la forme ge´ne´rale de
l’expression de la de´rive´e de la phase ϕ par rapport a` a est
∂ϕ
∂a = sgn(a3a5)
∂ arcsn($|m)
∂a
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— La fonction Γ(t)
∂Γ(t)
∂a = t
∂r
∂a +
∂ϕ
∂a
— La fonction elliptique de Jacobi sn (Γ(t)|m)
Soient les de´rive´s au premier ordre de la fonction sn(z|m)
∂ sn(z|m)
∂z
= cn(u|m) dn(u|m)
∂ sn(z|m)
∂m
= dn(z|m) cn(z|m) ((1−m) z − E (z|m) +m cd(z|m) sn(z|m))2m(1−m)
nous pouvons en de´duire directement
∂ sn Γ(t)
∂a =
∂ sn Γ(t)
∂Γ(t)
∂Γ(t)
∂a +
∂ sn Γ(t)
∂m
∂m
∂a
= cn Γ(t) dn Γ(t)
(
∂Γ(t)
∂a +
(m− 1)Γ(t) + E (Γ(t))−m cd Γ(t) sn Γ(t)
2m(m− 1)
∂m
∂a
)
.
— La fonction elliptique de Jacobi cn (Γ(t)|m)
Soient les de´rive´s au premier ordre de la fonction cn(z|m)
∂ cn(z|m)
∂z
= − sn(u|m) dn(u|m)
∂ cn(z|m)
∂m
= dn(z|m) sn(z|m) ((m− 1) z + E (z|m)−m cd(z|m) sn(z|m))2m(1−m)
nous pouvons en de´duire directement
∂ cn Γ(t)
∂a =
∂ cn Γ(t)
∂Γ(t)
∂Γ(t)
∂a +
∂ cn Γ(t)
∂m
∂m
∂a
= − sn Γ(t) dn Γ(t)
(
∂Γ(t)
∂a +
(m− 1)Γ(t) + E (Γ(t))−m cd Γ(t) sn Γ(t)
2m(m− 1)
∂m
∂a
)
.
— La fonction elliptique de Jacobi dn (Γ(t)|m)
Soient les de´rive´s au premier ordre de la fonction dn(z|m)
∂ dn(z|m)
∂z
= −m cn(u|m) sn(u|m)
∂ dn(z|m)
∂m
= sn(z|m) cn(z|m) ((m− 1) z +mE (z|m)−m dn(z|m) sc(z|m))2(1−m)
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ou` sc(z|m) est la fonction elliptique de Jacobi de´finie par
sc z = sn zcn z ,
nous pouvons en de´duire directement
∂ dn Γ(t)
∂a =
∂ dn Γ(t)
∂Γ(t)
∂Γ(t)
∂a +
∂ dn Γ(t)
∂m
∂m
∂a
= −m cn Γ(t) sn Γ(t)
(
∂Γ(t)
∂a
+ (m− 1)Γ(t) +mE (Γ(t))−m dn Γ(t) sc Γ(t)2m(m− 1)
∂m
∂a
)
.
— La fonction Epsilon de Jacobi E (Γ (t)|m)
En conside´rant l’e´galite´ suivante
E (z|m) = E [am (z|m)m] ,
nous devons dans un premier temps exprimer la de´rive´e de la fonction am-
plitude de Jacobi am(Γ(t)|m) par rapport a` a. E´tant donne´s les de´rive´s au
premier ordre de la fonction am(z|m)
∂ am(z|m)
∂z
= dn(u|m)
∂ am(z|m)
∂m
= dn(z|m) ((m− 1) z + E (z|m))−m cn(z|m) sn(z|m)2m(1−m)
nous obtenons les de´rive´s am(Γ(t)|m) par rapport a` a en appliquant le the´ore`me
des fonctions compose´es
∂ am Γ(t)
∂a =
∂ am Γ(t)
∂Γ(t)
∂Γ(t)
∂a +
∂ am Γ(t)
∂m
∂m
∂a
= dn Γ(t)
(
∂Γ(t)
∂a +
(m− 1)Γ(t) + E (Γ(t))−m cd Γ(t) sn Γ(t)
2m(m− 1)
∂m
∂a
)
.
De plus, e´tant donne´s les de´rive´es au premier ordre de l’inte´grale elliptique de
deuxie`me espe`ce E(z|m)
∂ E(z|m)
∂z
=
√
1−m sin2 z
∂ E(z|m)
∂m
= E(z|m)− F(z|m)2m .
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Notons la simplification
∂E (Γ (t))
∂ am Γ(t) =
∂ E (am Γ(t))
∂ am Γ(t)
=
√
1−m sin2 (am Γ(t))
=
√
1− sn2 Γ(t)
= dn Γ(t),
et
F(am Γ(t)) = Γ(t) ,
nous avons finalement toutes les expressions ne´cessaires pour exprimer la
de´rive´e de E (Γ (t)|m) par rapport a` a par
∂E (Γ (t))
∂a =
∂ E (am Γ(t))
∂a
= ∂ E (am Γ(t))
∂ am Γ(t)
∂ am Γ(t)
∂a +
∂ E (am Γ(t))
∂m
∂m
∂a
= dn2 Γ(t)
(
∂Γ(t)
∂a +
E (Γ(t))− cd Γ(t) sn Γ(t)
2(m− 1)
∂m
∂a
)
La plupart de ces expressions se simplifient dans les deux cas d’e´lasticite´ que nous
avons introduits. Nous pouvons alors donner les formes analytiques des de´rive´es des
fonctions β1(t) et β2(t) ainsi que de leurs inte´grales respectives I1(t) et I2(t) par
rapport a` a :
— Le cas ondule´ avec λ4 > 0
De par (2.58) et (2.59), on obtient
∂β1(t)
∂a = 4 dn Γ(t)
∂ dn Γ(t)
∂a
∂β2(t)
∂a = dn Γ(t)
∂ sn Γ(t)
∂a + sn Γ(t)
∂ dn Γ(t)
∂a
∂I1(t)
∂a =
2
r
((
∂ E(Γ(t))
∂a −
∂ E(ϕ)
∂a
)
− 1
r
(
E(Γ(t))− E(ϕ)
) ∂r
∂a
)
∂I2(t)
∂a =
1
r
(1
r
(cn Γ(t)− cnϕ) ∂r
∂a −
(
∂ cn Γ(t)
∂a −
∂ cnϕ
∂a
))
— Le cas orbital avec λ4 < 0
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De par (2.60) et (2.61), on obtient
∂β1(t)
∂a = −4 sn Γ(t)
∂ sn Γ(t)
∂a
∂β2(t)
∂a = cn Γ(t)
∂ sn Γ(t)
∂a + sn Γ(t)
∂ cn Γ(t)
∂a
∂I1(t)
∂a =
1
m
(
t(1−m)
m
∂m
∂a +
2
r
(E (Γ(t))− E (ϕ))
(1
r
∂r
∂a −
1
m
∂m
∂a
)
+2
r
(
∂ E(Γ(t))
∂a −
∂ E(ϕ)
∂a
))
∂I2(t)
∂a =
1
rm
(
(dn Γ(t)− dnϕ)
( 1
m
∂m
∂a +
1
r
∂r
∂a
)
−
(
∂ dn Γ(t)
∂a −
∂ dnϕ
∂a
))
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